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前 言 











本 书 是 为 适应 应 用 型 本 科 土 建 类 和 机 械 类 专业 的 教学 改革 需要 而 编写 的 高 等 学 校规 划 
教材 之 一 ， 也 是 江西 省 省 级 精品 课程 “材料 力学 ”的 配套 教材 。 

根据 当前 教育 改革 的 要 求 ， 本 书 在 编写 过 程 中 做 了 如 下 努力 。 

(1) 注重 与 中 学 力学 、 大 学 力学 系列 课程 的 联系 ， 适 应 高 中 新 的 课程 改革 。 

结合 江西 省 高 中 新 的 课程 改革 的 现状 ， 在 课程 体系 、 教 学 内 容 上 进行 了 改革 和 创新 。 
把 中 学 “物理 ”中 的 力学 和 大 学 “普通 物理 ”中 的 力学 、 理 论 力学 、 材 料 力学 、 结 构 力学 
作为 力学 系列 课程 的 一 个 相互 连通 的 体系 ， 增 加 了 材料 力学 与 其 他 力学 课程 衔接 的 内 容 ， 
减少 或 删除 了 材料 力学 与 其 他 力学 课程 衔接 的 重复 的 教学 内 容 ， 删 去 了 一 些 日 常生 活 和 工 
程 实际 中 用 处 很 小 的 内 容 ， 精 简 了 次 要 内 容 。 

(2) 注重 与 后 续 专 业 课 和 实际 工程 的 联系 ， 加 强 应 用 能 力 的 培养 。 

在 材料 力学 的 教学 内 容 、 例 题 、 思 考题 习题 设计 中 加 入 了 后 续 专 fe 购 、 
基础 工程 、 机 械 原理 、 机 械 设计 等 ) 及 实际 工程 设计 施工 的 有 关内 容 ， 始 终 突 出 “理论 联 
系 实 际 ” 的 方针 ， 注 重 针 对 性 、 实 用 性 和 先进 性 。 

(3) 注重 知识 的 分 类 和 分 层 ， 注重 对 材料 力学 研究 和 计算 方法 的 培养 。 

在 材料 力学 的 例题 、 思 考题 、 习 题 设计 中 把 问题 分 成 若干 个 类 型 ， 每 种 类 型 由 浅 和 人 
深 ， 紧 紧 围绕 专业 和 工程 实际 ， 注 重 培养 学 生 学 习 和 应 用 材料 力学 的 能 力 。 

(4) 在 每 章 后面 都 附 有 小 结 、 思 考题 和 习题 在 本 书 最 后 还 附 有 习题 参考 答案 ， 和 旨 
指导 学 生 学 习 六 启发 学 生 思考 。 

本 书 由 章 宝 华 、 获 良 贵 担任 主编 ， 陈 莉 担 任 副 主编 。 具 体 编写 分 工 如 下 : 第 1 章 、 第 
5 章 、 第 6 章 、 第 7 章 、 第 8 章 、 第 9 章 和 附录 由 章 宝 华 (南昌 工程 学 院 ) 编 写 ; 第 2 章 
第 4 章 、 第 10 章 、 第 12 章 和 习题 参考 答案 由 顾 良 贵 (南昌 大 学 ) 编 写 ; 第 3 章 、 第 11 章 
和 第 13 章 由 陈 莉 (南昌 工程 学 院 ) 编 写 。 本 书 由 章 宝 华 统 稿 ， 扶 名 福 (南昌 工程 学 院 ) 主 审 。 
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第 1 总 
绪论 及 基本 概念 


全 学) 


了 解 材料 力学 的 研究 对 象 

熟练 掌握 变形 固体 的 基本 假设 

掌握 杆 件 的 基本 变形 和 组 合 变形 的 概念 
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Ma ) 


知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 


Q) 了 解 几何 形状 的 简化 
(2) 熟练 掌握 杆 件 材料 的 简化 





杆 件 的 计算 模型 连续 函数 的 概念 





(1) 理解 轴 向 接 仲 和 压缩 、 剪 切 、 捏 
杆 件 的 基本 变形 和 组 合 变形 | 转 、 这 曲 的 概念 党 加 原理 
(2) 理解 组 合 变形 的 概念 





(1) 理解 内 力 的 概念 
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Ds 


材料 力学 是 一 门 很 重要 的 技术 基础 课 ， 它 与 土建 、 机 械 、 航 空 、 交 通 、 水 利 等 工程 密切 相关 ， 它 在 
基础 课 和 专业 课 之 间 起 着 桥梁 作用 。 材 料 力学 的 研究 对 象 主要 是 杆 件 。 本 章 主要 介绍 杆 件 的 基本 变形 和 
组 合 变形 的 概念 ， 讲 述 内 力 、 截 面 法 和 应 力 的 概念 ， 讲 述 强度 、 刚 度 和 稳定 性 要 求 及 材料 力学 的 任务 ， 
为 学 习 后 续 章节 指明 学 习 方向 。 





| 1.1 材料 力学 的 研究 对 象 


工程 结构 或 机 械 的 各 组 成 部 分 ， 如 建筑 物 的 梁 、 板 、 柱 和 机 械 的 传动 轴 、 连 杆 等 ， 统 
称 为 构件 (element)。 实际 工程 中 ， 构 件 的 几何 形状 是 各 种 各 样 的 ， 简 化 后 可 大 致 归纳 为 四 
种 : 杆 (bar) 、 板 (plate) 、 壳 (shell) 和 块 体 (body) ， 如 图 1. 1 所 示 。 


轴线 横 哉 面 、 形 心 
NN_ x 
Ce ey 
RN 
(a) 等 截面 曲 杆 (b) 变 截 面 曲 杆 (©) 等 截面 直 杆 
(gd) 板 tg) 碗 (人 ) 块 体 


图 二 1 构件 的 几何 形状 


材料 力学 的 研究 对 象 主要 是 杆 件 (bar)。 凡 是 长 度 方向 尺寸 远大 于 其 他 两 个 方向 尺寸 
[一 般 /三 56 且 /三 5h( 或 四 ] 的 构件 均 称 为 杆 件 ， 如 建筑 于 程 中 的 梁 、 柱 及 机 械 的 传动 轴 
等 均 属于 杆 类 。 杆 的 几何 形状 可 用 其 轴线 (截面 形 心 的 连 线 ) 和 垂直 轴线 的 几何 图 形 ( 横 截 
面 ) 表 示 [图 1.1(a)]j。 按 轴线 来 分 类 ， 杆 可 分 为 直 杆 、 曲 杆 和 折 杆 。 轴 线 为 曲线 的 杆 称 为 
曲 杆 [图 1.1(a)、(b)]， 轴 线 为 直线 的 杆 称 为 直 杆 [图 1.1(c)]， 轴 线 为 折线 的 杆 称 为 折 
杆 。 按 横 截 面 来 分 类 ， 杆 件 又 可 分 为 变 截面 ( 横 截 面 是 变化 的 ) 杆 【图 1. 1(b)] 和 等 截面 
(各 横 截 面 均 相 同 ) 杆 【图 1. 1(a) 、(c)]。 材 料 力学 将 着 重 讨论 等 截面 直 杆 (等 直 杆 ) 。 


| 1. 2 杆 件 的 计算 模型 


实际 工程 结构 或 机 械 中 的 杆 件 几何 形状 、 材 料 往往 千差万别 ,要 完全 按 实际 工程 结构 
或 机 械 中 的 每 一 根 杆 件 的 实际 情况 进行 力学 分 析 ， 将 是 很 困难 的 ， 也 是 不 必要 的 。 因 此 ， 
在 计算 之 前 ， 往 往 需要 对 实际 杆 件 加 以 简化 ， 抓 住 杆 件 的 主要 特点 ， 忽 略 对 所 研究 问题 影 
响 不 大 的 次 要 因素 ， 个 简化 的 计算 模型 来 代替 实际 杆 件 。 杆 件 的 简化 工作 通常 包括 以 
下 两 个 方面 。 
01) 几何 形状 的 简化 ， 常 以 杆 轴线 和 横 截 面 表示 杆 件 的 几何 形状 。 
(2) 杆 件 材料 的 简化 ， 把 组 成 杆 件 的 材料 视 为 均匀 、 连 续 的 变形 固体 。 在 外 力作 
下 ,发 生变 形 ( 包 括 形状 和 尺寸 的 改变 ) 的 固体 称 为 变形 固体 (deformable body) 或 可 变 固 
体 。 变形 固体 的 微观 结构 和 性 态 都 是 很 复杂 的 ， 在 分 析 工 程 杆 件 的 变形 问题 时 ， 必 须 略 去 
材料 的 次 要 性 质 ， 根 据 其 主要 性 质 作出 假设 ， 将 它们 抽象 为 一 种 理想 模型 。 在 材料 力学 中 
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各 1 盖 绪论 及 基本 概 售 





对 变形 固体 作出 如 下 基本 假设 。 
) 连续 性 假设 (Continuity Assumption) 
认为 组 成 固体 的 物质 毫 无 空隙 地 充满 了 固体 的 整个 体积 。 实 际 上 ， 从 物质 结构 上 看 ， 
材料 内 部 存在 着 不 同 程度 的 空隙 。 但 南 于 构件 的 尺寸 远 远大 于 物质 的 基本 粒子 及 粒子 之 间 
的 间隙 ， 这 些 间 隙 的 存在 ， 在 宏观 的 研究 中 完全 可 以 忽略 不 计 。 根 据 这 一 假设 ， 物 体 的 很 
多 力学 量 可 用 其 位 置 坐标 的 连续 函数 来 表示 。 
2) 均匀 性 假设 (Homogenization Assumption) 
认为 在 固体 内 任何 部 分 的 力学 性 能 都 完全 相同 。 实 际 上 ， 就 使 用 最 多 的 金属 来 说 ， 组 
成 金属 的 各 晶 粒 的 力学 性 能 并 不 完全 相同 。 但 因 构 件 或 构件 的 任 一 部 分 都 包含 为 数 极 多 的 
晶 粒 ， 而 且 无 规则 地 排列 ， 固 体 的 力学 性 能 是 各 品 粒 的 力学 性 能 的 统计 平均 值 ， 所 以 可 以 
认为 各 部 分 的 力学 性 能 是 均匀 的 。 物 体 的 力学 性 能 可 用 固体 内 任 一 部 位 切取 单元 体 (一 般 
长 、 宽 、 高 分 别 为 dz、dy、dz 微分 长 度 的 正六 面体 ) 来 研究 。 

3) 各 向 同性 假设 (Isotropy Assumption) 

认为 固体 沿 各 个 方向 的 力学 性 能 完全 相同 ， 即 单元 体 的 切取 不 受 方向 的 影响 。 具 备 这 
种 属性 的 材料 称 为 各 向 同性 材料 。 对 于 均匀 的 非 晶体 材料 ， 一 般 都 是 各 向 同性 的 。 对 于 由 
晶 粒 组 成 的 固体 材料 (如 金属 ) ， 沿 不 同方 向 晶 粒 的 力学 性 能 并 不 相同 。 但 由 于 构件 中 包含 
的 晶 粒 极 多 ， 而 且 各 晶 粒 排列 又 无 规则 ， 在 宏观 的 研究 中 ， 并 不 显示 出 方向 的 差异 。 因 
此 ， 可 以 看 成 是 各 向 同性 的 。 常 用 的 工程 材料 ， 如 钢 、 铸 铁 、 玻 璃 以 及 淡 筑 很 好 的 混 凝 
土 等 ， 都 可 以 认为 是 各 向 同性 材料 。 在 各 个 方向 上 具有 不 同 力学 性 能 的 材料 称 为 各 向 异 
性 材料 ， 如 木材 、 胶 合板 、 纤 维 织品 及 纤维 增强 复合 材料 等 。 本 书 主要 研究 各 向 同性 
材料 。 

按照 连续 、 均 匀 、 各 向 同性 假设 而 理想 化 了 的 变形 固体 称 为 理想 变形 固体 。 采 用 理想 
变形 固体 模型 不 仅 使 理论 分 析 和 计算 得 到 了 简化 ,而 且 计 算 所 得 的 结果 在 大 多 数 情 况 下 能 
满足 工程 精度 要 求 。 
除 以 上 三 个 基本 假设 外 ， 本 书 中 所 研究 的 问题 ， 仅 限于 变形 的 大 小 远 小 于 构件 的 原始 
尺寸 的 情况 。 这 样 ， 在 研究 构件 的 平衡 时 ， 就 可 忽略 构件 的 变形 ， 而 按 变 形 前 的 原始 尺寸 
进行 分 析 计 算 ， 对 变形 的 这 一 限制 ， 称 为 小 变形 条 件 。 
试验 结果 表明 ， 如 外 力 不 超 过 一 定 限度 ， 绝 大 多 数 材料 在 外 力作 用 下 都 发 生变 形 ， 在 
外 力 撤除 后 可 恢复 原状 。 但 如 外 力 过 大 ， 超 过 一 定 限度 ， 则 外 力 撤 除 后 只 能 部 分 复原 ， 而 
遗留 下 一 部 分 不 能 消失 的 变形 。 随 着 外 力 撤 除 而 消失 的 变形 称 为 弹性 变形 ; 外力 撤除 后 不 
能 消失 的 变形 称 为 塑性 变形 ， 也 称 为 残余 变形 或 永久 变形 。 

综 上 所 述 ， 在 材料 力学 中 ， 是 把 组 成 杆 件 的 材料 视 为 均匀 、 连 续 的 变形 固体 ， 且 大 多 
数 情况 下 局 限 在 小 变形 条 件 下 和 弹性 变形 范围 内 进行 研究 。 






























































| 1. 3 杆 件 的 基本 变形 和 组 合 变形 


工程 结构 或 机 械 中 的 杆 件 所 受 的 外 力 是 各 种 各 样 的 ， 因 此 ， 杆 件 的 变形 也 是 多 样 的 ， 
但 杆 件 变形 总 体 可 以 归纳 为 拉 、 压 、 剪 、 扭 、 弯 五 种 基本 变形 和 巾 这 几 种 基本 变形 产生 的 
组 合 变形 形式 (如 拉 弯 、 压 弯 、 拉 扭 、 压 扭 、 拉 弯 扭 、 压 索 扭 等 )。 下 面 介绍 杆 件 基本 变形 
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的 受 力 特 征 和 变形 特征 。 

(1) 轴 向 拉 伸 和 压缩 Caxial tension and compression)。 杆 件 的 轴 向 拉 伸 和 压缩 是 工程 
中 常见 的 一 种 变形 。 如 图 1. 2(a) 所 示 的 悬臂 吊车 ， 在 荷载 下 作用 下 ，AC 杆 受 到 A、C 两 
端的 拉力 作用 [图 1. 2(b)]，BC 杆 受 到 已 、C 两 端的 压力 作用 [图 1. 2(c)]。 其 受 力 特点 
是 : 作用 在 杆 件 上 的 力 ， 其 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 作 用 线 与 杆 件 的 轴线 重合 。 在 这 种 外 力 
作用 下 ， 其 变形 特点 是 : 杆 件 的 长 度 发 生 伸 长 或 缩短 。 工程 实际 中 起 吊 重 物 的 钢 索 、 相 架 
的 杆 件 、 液 压 油缸 的 活塞 杆 等 的 变形 ， 都 属于 轴 向 拉 伸 或 压缩 变形 。 















































图 1.2 悬臂 吊车 


(2) 前 切 (shear)。 图 1. 3(a) 所 示 为 二 钢 钉 连接 ， 在 力 下 作用 下 ， 锦 钉 即 受 剪 切 。 其 
受 力 特点 是 : 作用 在 构件 两 侧面 上 横向 外 力 的 合力 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 相距 很 近 。 
在 这 种 外 力作 用 下 ， 其 变形 特点 是 : 两 力 间 的 横 截 面 发 生 相对 错 动 [图 1. 3(b)]， 这 种 变形 
称 为 前 切 变形 。 工 程 实际 中 常用 的 连接 件 ， 如 螺栓 、 键 ~ 销 钉 等 都 有 可 能 产生 剪 切 变形 。 





(b) 
图 1.3 钾 钉 连接 


(3) 扭转 (torsion)。 图 1.4 所 示 的 汽车 转向 轴 AB、 图 1. 5 所 示 的 攻 螺 纹 的 丝锥 等 都 
是 扭转 变形 的 实例 。 








图 1.4 汽车 转向 轴 图 1.5 攻 螺 纹 的 丝锥 


车 广 结 论 及 基本 概念 


这 些 杆 件 的 受 力 特点 是 : 杆 件 两 端 受到 两 个 在 垂直 于 轴线 平面 内 的 力 偶 作 用 ， 两 力 偶 
大 小 相等 、 转 向 相反 ,计算 简 图 可 用 图 1. 6 表示 。 在 这 样 一 对 力 偶 作 用 下 ， 其 变形 特点 
是 : 各 模 截面 绕 轴线 发 生 相对 转动 ， 这 种 变形 称 入 


为 所 转变 形 。 此 时 ， 任 意 两 横 截 面 闻 有 相对 角 位 “/ Cf 
移 ， 这 种 角 位 移 称 为 扭转 角 ， 图 1.6 中 pw 就 是 Ne 
截面 B 相对 于 截面 A 的 转角 。 以 扭转 变形 为 主要 “ 
变形 的 杆 件 称 为 轴 。 图 1.6 扭转 杆 件 的 计算 简 图 

(4) 弯曲 (bending)。 图 1.7(a) 所 示 的 单 梁 吊车 、 图 1. 8(a) 所 示 的 火车 车 轴 等 都 是 弯 
曲 变形 的 实例 。 这 些 杆 件 的 共同 特点 是 : 它们 都 可 简化 为 一 直 杆 ， 在 通过 轴线 的 平面 内 ， 
受到 垂直 于 杆 件 轴线 的 外 力 (横向 力 ) 或 外 力 偶 作 用 。 在 这 样 的 外 力作 用 下 ， 其 变形 特点 
是 : 杆 件 的 轴线 将 弯曲 成 一 条 曲线 ， 如 图 1.7(b) 和 图 1.8(b) 中 的 虚线 所 示 。 这 种 变形 形 
式 称 为 弯曲 。 以 弯曲 为 主要 变形 的 杆 件 称 为 梁 。 
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(b) (b) 
图 1.7 单 梁 吊车 图 1.8 火车 车 轴 


工程 实际 中 的 杆 件 可 能 同时 承受 不 同形 式 的 外 力 ， 常 常 同时 发 生 两 种 或 两 种 以 上 的 基 
本 变形 ， 这 种 变形 情况 称 为 组 合 变形 。 本 书 将 先 分 别 讨论 杆 件 的 每 一 种 基本 变形 ， 然 后 再 
分 析 比 较 复 杂 的 组 合 变形 问题 。 


| 二 4 材料 力学 的 任务 


1. 构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 要 求 

要 想 使 建筑 物 或 机 器 设备 正常 地 工作 ， 就 必须 保证 组 成 它们 的 每 一 个 构件 在 荷载 作 
下 都 能 正常 地 工作 。 为 了 保证 构件 正常 安全 地 工作 ,对 所 设计 的 构件 在 力学 上 有 一 定 的 要 
求 ， 这 里 归纳 为 如 下 三 点 。 

1) 强度 要 求 

强度 (strength) 是 指 材料 或 构件 抵抗 破坏 的 能 力 。 材 料 强 度 高 ， 是 指 这 种 材料 比较 坚 
固 ， 不 容易 破坏 ; 材料 强度 低 ， 是 指 这 种 材料 不 够 坚固 ， 比 较 容 易 破 坏 。 强 度 要 求 是 指 构 
件 在 规定 的 荷载 作用 下 应 不 破坏 (塑性 屈服 或 脆性 断裂 ) 。 例 如 ， 在 一 定 荷 载 作 用 下 ， 如 果 
构件 的 尺寸 、 材 料 的 性 能 与 所 受 的 荷载 不 相 适应 ， 如 机 器 中 传动 轴 的 直径 太 小 ， 当 传递 的 
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功率 较 大 时 ,传动 轴 就 可 能 因 强 度 不 够 而 发 生 断 裂 ， 起 吊 货物 的 绳索 过 细 ， 而 货物 过 重 
时 ， 强 索 就 可 能 因 强 度 不 够 而 发 生 断 裂 ; 储 气缸 内 压力 太 大 ， 焊 颖 就 可 能 因 强 度 不 够 而 被 
撕 裂 ， 导 致 储 气 钒 爆破。 显然 这 些 都 是 工程 上 绝 不 允许 的 。 

2) 刚度 要 求 

刚度 (stiffness) 是 指 构件 抵抗 变形 的 能 力 。 刚 度 要 求 是 指使 构件 在 荷载 作用 下 产生 的 
变形 不 超过 规定 的 范围 。 构 件 的 刚度 大 ， 是 指 构件 在 荷载 作用 下 不 易 变形 ， 即 抵抗 变形 的 
能 力 大 ; 构件 的 刚度 小 ， 是 指 构件 在 荷载 作用 下 易 变 形 ， 即 抵抗 变形 的 能 力 小 。 在 工程 
中 ， 即 使 构件 强度 足够 ,如 果 变 形 过 大 ， 也 会 影响 其 正常 工作 。 例 如 ， 楼 板 梁 在 荷载 作 
下 产生 的 变形 过 大 ,下 面 的 抹 灰 层 就 会 开裂 、 脱 落 ; 行车 梁 受 外 力 后 ， 若 产生 过 大 的 变 
形 ， 则 会 使 吊车 不 能 正常 行驶 ; 车 床 主轴 变形 过 大 ， 则 影响 加 工 精度 ， 破 坏 齿轮 的 正常 路 
合 ,引起 轴承 的 不 均匀 磨损 ， 从 而 造成 机 器 不 能 正常 工作 。 

3) 稳定 性 要 求 

受 压 的 细 长 、 中 长 杆 和 薄 壁 构件 ， 当 荷载 增加 时 ， 还 可 能 出 现 突然 失去 初始 平衡 形态 
的 现象 ， 称 为 形 失 稳定 ， 简 称 失 稳 。 例 如 ， 受 压 的 细 长 直 杆 当 压 力 达 到 某 一 限度 时 ， 直 杆 
突然 弯曲 ， 其 至 弯曲 折断 (失去 初始 的 直线 状 平衡 形态 ) 而 工作 能 力 。 因 此 ， 细 长 的 
受 压 构件 ， 必 须 保证 其 具有 足够 的 稳定 性 (stability)。 稳 定性 要 求 就 是 要 求 这 类 受 压 构件 
应 有 足够 的 保持 原 有 平衡 形态 的 能 力 。 

2， 材 料 力 学 的 任务 

每 个 构件 均 应 满足 强度 、 刚 度 和 稳定 性 这 三 方面 的 要 求 。 但 对 于 某 些 具体 构件 来 说 ， 
往往 只 有 一 个 方面 的 要 求 是 控制 条 件 ， 只 要 控制 条 件 满足 后 ， 其 他 方面 的 要 求 也 能 自行 
满足 。 

在 工程 设计 中 7 构件 不 仅 要 满足 强度 、 刚 度 和 稳定 性 要 求 ， 同 时 还 必须 满足 经 济 方面 
的 要 求 。 前 者 往往 要 求 加 大 构件 的 模 截 面 > 多 用 材料 ， 用 强度 高 的 材料 ;而 后 者 却 要 求 节 
省 材料 ， 避 免 大 材 小 用 、 优 材 劣 用 等 ， 应 尽量 降低 成 本 。 因 此 ， 安 全 与 经 济 之 间 是 存在 矛 
盾 的 。 材 料 力学 是 研究 构件 (主要 是 杆 件 ) 强 度 、 刚 度 和 稳定 性 的 学 科 ， 它 的 任务 是 在 保证 
杆 件 既 安全 又 经 济 的 前 提 下 ， 为 杆 件 选择 合适 的 材料 、 确 定 合理 的 截面 形状 和 尺寸 ， 提 供 
必要 的 理论 基础 和 计算 方法 。 

当然 ， 在 工程 设计 中 解决 安全 适用 和 经 济 之 间 的 矛盾 ,仅仅 从 力学 观点 考虑 是 不 够 
的 ， 还 需 综合 考虑 其 他 方面 的 条 件 ， 如 便于 加 工 、 拆 装 和 使 用 等 。 

构件 满足 强度 、 刚 度 和 稳定 性 的 问题 与 其 所 选用 材料 的 力学 性 质 有 关 ， 而 材料 的 力 
学 性 质 必须 通过 试验 来 测定 。 此 外 ,还 有 些 单 靠 现 有 理论 解决 不 了 的 问题 ， 必 须 通 过 试 
验 来 解决 。 因 此 ， 试 验 研究 和 理论 分 析 同 样 重要 ,它们 都 是 完成 材料 力学 任务 所 必需 的 
手段 。 

另外 ， 随 着 生产 的 发 展 、 新 材料 的 使 用 、 荷 载 情况 以 及 工作 条 件 的 复杂 化 等 ， 对 构件 
的 设计 不 断 提 出 新 的 问题 。 例 如 ， 很 多 构件 需要 在 随时 间 而 交替 变化 的 荷载 作用 下 ， 或 长 
期 在 高 温 环境 下 工作 等 在 这 些 情况 下 ， 对 构件 进行 强度 、 刚 度 和 稳定 性 的 计算 时 ， 就 得 
考虑 更 多 的 影响 因素 。 又 如 ， 航天、 航空 事业 的 发 展 ， 出现 了 复合 材料 。 为 了 解决 这 些 新 
的 问题 ， 近 年 来 产生 了 断裂 力学 和 复合 材料 力学 。 这 些 学 科 的 产生 ， 既 促进 了 生产 的 发 
展 ， 又 丰富 了 材料 力学 的 内 容 。 


































































































沉 i 训 结论 及 基本 概念 


| 1. 5 内 力 、 截 面 法 和 应 力 的 概念 


1. 内 力 (Internal 


Force) 


物体 因 受 到 外 力作 用 而 变形 ， 其 内 部 各 部 分 之 间 的 相对 位 置 要 发 生 改 变 ， 与 此 同时 ， 





各 部 分 之 间 的 相互 作 月 





目 力也 会 发 生变 化 。 这 种 因 


外 力作 用 而 引起 的 物体 内 部 相互 作用 力 的 





改变 量 ， 称 为 “附加 内 力 ”， 简 称 内 力 。 在 材料 力学 里 ， 研 究 杆 件 变形 时 所 说 的 内 力 都 是 


这 样 的 附加 内 力 。 对 了 








F 材料 性 能 和 截面 形状 一 定 的 杆 件 ， 内 力 越 大， 变形 也 就 越 大 。 当 内 


力 超过 一 定 限 度 时 ， 杆 件 就 会 发 生 破坏 。 所 以 ， 内 力 的 计算 及 其 在 杆 件 内 的 变化 情况 ， 是 
分 析 和 解决 杆 件 强度 、 刚 度 和 稳定 性 等 问题 的 基础 。 
2. 截面 法 (Method of Sections ) 


截面 法 是 计算 内 力 的 基本 方法 。 

由 于 内 力 存在 于 杆 件 内 部 ,为 了 求 出 杆 件 某 一 截面 上 的 内 力 ， 可 用 一 假想 平面 ， 沿 此 
截面 将 杆 件 截 开 ,分 成 两 部 分 ， 这样 内 力 就 转化 为 外 力 而 显示 出 来 。 任 取 一 部 分 为 研究 对 
象 ， 可 用 静 力 平衡 条 件 求 内 力 的 大 小 和 方向 二 这 种 方法 称 为 截面 法 。 在 材料 力学 中 ,习惯 
把 截面 上 分 布 内 力 系 向 截面 形 心 简 化 后 的 结果 一 一 主 矢 与 主 矩 ， 统 称 为 内 力 。 

图 1. 9(a) 所 示 的 物体 受 多 个 外 力作 用 ， 处 于 平衡 状态 若 要 求 任 一 稚 面 mw-m 上 的 内 


力 ， 可 以 假想 用 mm 








EF 面 将 物体 截 分 为 A、B 两 部 分 工 图 工 9(b)])， 此 时 A 部 分 的 加 一 


m 截面 上 将 作用 着 B 部 分 对 它 的 作用 力 。 这 种 作用 力 是 以 分 布 形式 布 满 该 截面 ， 利 用 A 
部 分 的 平衡 可 以 求 出 这 种 分 布 力 的 合力 。 同 样 ， 
部 分 对 其 作用 的 分 布 力 的 合力 。 根 据 作用 与 反作用 定律 ， 这 两 组 合力 大 小 相等 而 方向 


相反 。 


如 果 以 B 部 分 为 研究 对 象 ， 也 可 以 求 出 A 





图 1.9 内 力 与 外 力 





截面 法 是 力学 中 研究 受 力 构件 内 力 的 一 个 基本 方法 。 其 求解 步骤 可 以 概括 为 四 个 字 ， 


截 、 留 、 代 、 平 





截 : 在 欲求 内 力 的 截面 处 ， 沿 该 截面 假想 地 将 杆 件 截 分 为 两 部 分 。 
留 : 保留 其 中 任何 一 部 分 为 研究 对 象 ， 抛 弃 男 一 部 分 。 














代 : 用 内 力 代 替 抛弃 部 分 对 保留 部 分 的 
平 : 根据 保留 部 分 的 了 
例 活塞 在 力 巨 、F, 和 下 ; 的 作 
































面 上 的 内 力 。 设 FF==100kN、F, 二 30kN 和 下， 


E 用 。 
F 衡 条 件 ， 确 定 该 截面 内 力 的 大 小 和 方向 。 
下 处 于 平衡 状态 ， 如 图 1. 10(a) 所 示 。 试 求 1-1 截 


70kN。 
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解 : (1) 取 研 究 对 象 。 假 想 沿 1 - 1 截面 将 活塞 分 为 两 部 分 ， 取 其 中 任 一 部 分 为 研究 对 
象 。 现 取 左 端 为 研究 对 象 。 

(2) 画 受 力图 。 内 力 系 用 其 合力 表示 。 由 于 研究 对 象 处 于 平衡 ， 所 以 1- 1 截面 的 内 力 
应 与 Fl 共 线 [图 1. 10(b)]， 并 组 成 共 线 力 系 。 
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(a) () 























图 1.10 例 1.1 图 


(3) 列 平衡 方程 。 由 
SF=0,， Fi—Fwu=0 
得 Fau=F 
1- 1 截面 的 内 力 ， 也 可 通过 取 右 端 为 研究 对 象 [图 14.10(c)] 求解 ， 由 平衡 方程 
SF=0,， Fh “EBXAEs =0 
Fh =F, 二 F,=30+70=100(kN)= Fw 

Fn 与 Fh 是 互 为 作用 力 与 反作用 为 的 关系 ， 两 者 数值 相等 ， 同 为 1- 1 截面 的 内 力 。 
因此 ,为 了 方便 , 求 内 力 时 可 取 受 力 情况 简单 的 一 端 为 研究 对 象 。 

3. 应 力 (Stress) 的 概念 


上 面 讨论 了 构件 内 力 的 概念 及 计算 方法 。 但 是 ;仅仅 知道 内 力 的 大 小 还 不 能 判断 构件 
的 强度 是 否 足够 。 经 验 告诉 我 们 ， 有 两 根 材料 相同 的 拉杆 ， 一 根 较 粗 ， 一 根 较 细 ， 在 相同 
的 轴 向 拉力 下 作用 下 s 内 力 相等 ， 当 力 下 增 大 时 ， 细 杆 必 先 断 。 这 是 由 于 内 力 仅 代表 内 
力 系 的 总 和 ,而 不 能 表明 截面 上 各 点 受 力 的 强 弱 程度 。 为 了 解决 强度 问题 ， 不 仅 需 要 知道 
构件 可 能 沿 哪个 截面 破坏 ， 而 且 还 需要 知道 截面 上 哪个 点 处 最 危险 。 构 件 在 一 般 受 力 情 况 
下 ， 其 截面 上 的 内 力 并 不 是 均匀 分 布 的 。 而且， 大 小 相同 的 内 力 以 不 同方 式 分 布 在 截面 
上 ， 产 生 的 效果 也 不 同 。 这 样 ， 就 需要 进一步 研究 内 力 在 截面 上 各 点 处 的 分 布 情况 ， 因 而 
引入 了 应 力 的 概念 ， 以 确切 地 描述 内 力 在 截面 上 的 分 布 规律 及 某 一 点 处 的 强度 问题 。 

如 图 1. 11(a) 所 示 的 构件 ， 受 任意 力作 用 ，m -wm 为 任意 截面 。 在 截面 mw-m 上 任 一 
点 0 的 周围 取 一 微小 面积 AA， 设 在 AA 上 分 布 内 力 的 合力 为 AF， 则 AF 与 AA 的 比值 称 
为 AA 上 的 平均 应 力 ， 用 p,, 表示 ， 即 





























图 1.11 内 力 和 应 力 


得 入 绪论 及 基本 概 全 


AF 


加 一 AA 
一 般 情况 下 ， 内 力 在 截面 上 的 分 布 并 非 均 匀 ，AF 及 平均 应 力 p, 均 随 AA 的 大 小 而 
变化 。 
为 了 确切 地 描述 O 点 处 内 力 的 分 布 集 度 ， 应 使 AA 面积 缩小 并 趋 近 于 零 ， 则 平均 应 力 
pp, 的 极限 值 称 为 m-m 截面 上 O 点 处 的 全 应 力 ， 并 用 p 表示 ， 即 
_T AF_dF 
pmAA™ dA 
全 应 力 户 相当 于 一 个 矢量 ， 使 用 中 常 将 其 分 解 成 垂直 于 截面 的 分 量 c 和 与 截面 相 切 的 
分 量 z。c 称 为 正 应 力 ，r 称 为 切 应 力 ， 如 图 1. 11(b) 所 示 。 
在 国际 单位 制 中 ， 应 力 的 单位 为 Pa( 帕 )，1Pa 二 1N/m*。 在 工程 实际 中 ， 这 一 单位 太 
小 ， 常 用 MPa( 兆 帕 ) 和 GPa( 吉 帆 )， 其 关系 为 1MPa 王 10"Pa，1GPa 王 10"Pa。 
4. 位 移 与 应 变 的 概念 
材料 力学 是 研究 变形 体 的 ， 在 构件 受 外 力作 用 后 整个 构件 及 构件 的 每 个 局 部 一 般 都 要 
发 生 形状 与 尺寸 的 改变 ， 即 产生 了 变形 。 变 形 的 大 小 是 用 位 移 和 应 变 这 两 个 量 来 度量 的 。 
1) 位 移 (Displacement) 
位 移 是 指 位 置 的 改变 ， 即 构件 发 生变 形 后 * 构件 中 各 质点 及 各 截面 在 空间 位 置 上 
的 改变 。 位 移 可 分 为 线 位 移 和 和 角 位 移 。 在 






































图 1.12 中 ,构件 上 的 A 点 在 构件 变形 后 移 到 3 
了 A' 点 , A 与 A' 的 连 线 AA' 就 称 为 A 点 的 线 


位 移 ， 而 构件 上 的 平面 在 构件 变形 后 所 转 过 的 
角度 则 称 为 角 位 移 。 例如， 图 中 的 右 截面 
mm- 变形 后 移 到 了 mx-m' 的 位 置 ， 其 转 过 的 
角度 0 就 是 m= 加 面 的 角 位 移 。 国光 全 

不 同 点 的 线 位 移 及 不 同 截面 的 角 位 移 一 般 都 是 各 不 相同 的 ， 它 们 都 是 位 置 的 函数 。 

2) 应 变 (Strain) 

构件 在 外 力作 用 下 的 变形 分 为 形状 的 改变 及 尺寸 的 改变 ， 因 此 应 变 有 线 应 变 和 切 应 变 
两 种 (图 1. 13)。 



































图 1.13 应 变 


(1) 线 应 变 (normal strain) : 如 图 1.13(b) 所 示 , 沿 x 方向 原 长 为 Ax， 变 形 后 变 为 
Az 十 Au，Au 就 是 沿 z 方 向 的 伸 长 量 ， 称 为 绝对 伸 长 。 但 Aw 还 不 足以 说 明 沿 x 方向 的 伸缩 


程度 ， 因 为 Ax 还 与 边 长 Az 的 大 小 有 关 ， 因而 取 相 对 伸 长 站 来 度量 沿 工 方向 的 变形 。 二 
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实际 上 是 在 Az 范围 内 单位 长 度 上 的 平均 伸 长 量 ， 仍 与 所 取 的 Az 的 长 短 有 关 ， 取 下 列 极限 
.~ Au 
“lm 

称 为 天 点 处 沿 z 方向 的 线 应 变 。 构 件 伸 长 时 ， 线 应 变 为 正 值 ， 反 之 为 负 值 。 

(2) 切 应 变 (shearing strain) : 如 图 1. 13(c) 所 示 ， 校 边 Oa 和 Oc 间 的 夹 角 变 形 前 为 直 
角 ， 变 形 后 该 直角 减 小 ， 角 度 的 改变 量 y， 称 为 切 应 变 。 夹 角 减 小 时 ， 切 应 变 为 正 值 ， 反 
之 为 负 值 。 

线 应 变 e, 和 切 应 变 y 是 度量 一 点 处 变形 程度 的 两 个 基本 量 。 它 们 都 是 无 限 小 量 ， 且 均 
为 无 量 纲 的 量 。 











小 结 


1. 材料 力学 的 研究 对 象 主要 是 杆 件 

材料 力学 的 研究 对 象 主要 是 杆 件 。 凡 是 长 度 方向 尺寸 远大 于 其 他 两 个 方向 尺寸 [一 般 
二 5 唉 且 / 二 5 人 (或 站] 的 构件 称 为 杆 件 。 如 建筑 工程 中 的 梁 、 柱 以 及 机 械 的 传动 轴 等 均 属 
于 杆 。 

2. 变形 固体 的 基本 假设 

在 材料 力学 中 对 变形 固体 作出 如 下 基本 假设 。 

(1) 连 续 性 假设 ; (2) 均匀 性 假设 ; (3) 各 向 同性 假设 : 

3. 杆 件 的 基本 变形 和 组 合 变形 

杆 件 上 的 外 力作 用 方式 各 种 各 样 ， 因 而 杆 件 的 变形 形式 也 各 不 相同 ， 但 杆 件 变形 总 可 
以 归纳 为 拉 、 压 、 剪 s 扭 、 弯 五 种 基本 变形 和 用 种 基本 变形 同时 产生 的 组 合 变形 形式 (如 
拉 弯 、 压 弯 、 拉 扭 、. 压 扭 、 拉 弯 扭 、 压 弯 扭 等 ) 。 

4. 材料 力学 的 任务 

材料 力学 是 研究 构件 (主要 是 杆 件 ) 强 度 、 刚 度 和 稳定 性 的 学 科 ， 它 的 任务 是 在 保证 杆 
件 既 安全 又 经 济 的 前 提 下 ， 为 杆 件 选择 合适 的 材料 、 确 定 合理 的 截面 形状 和 尺寸 ， 提 供 必 
要 的 理论 基础 和 计算 方法 。 

5 内力、 截面 法 和 应 力 的 概念 
因 外 力作 用 而 引起 的 物体 内 部 相互 作用 力 的 改变 量 ， 称 为 “附加 内 力 ”， 简 称 内 力 。 
在 材料 力学 中 ， 习 惯 把 截面 上 分 布 内 力 系 向 截面 形 心 简化 后 的 结果 一 一 主 矢 与 主 矩 ， 统 称 
为 内 力 。 
1 于 内 力 存在 于 杆 件 内 部 ， 为 了 求 出 杆 件 某 一 截面 上 的 内 力 ， 就 必用 一 假想 平面 ， 沿 
此 截面 将 杆 件 截 开 ， 分 成 两 部 分 ， 这 样 内 力 就 转化 为 外 力 而 显示 出 来 。 任 取 一 部 分 为 研究 
对 象 ， 可 用 静 力 平衡 条 件 求 内 力 的 大 小 和 方向 。 这 种 方法 称 为 截面 法 。 截 面 法 是 计算 内 力 
的 基本 方法 。 
单位 面积 所 受 的 内 力 称 为 应 力 。 应 力 能 确切 地 描述 内 力 在 截面 上 的 分 布 规律 及 某 一 点 
处 的 强度 问题 。 应 力 又 分 为 正 应 力 和 切 应 力 。 

6， 位移 与 应 变 的 概念 

位 移 是 指 位 置 的 改变 ， 即 构件 发 生变 形 后 ， 构件 中 各 质点 及 各 截面 在 空间 位 置 上 的 改 
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各 1 苹 结论 及 基本 概 售 


变 。 位 移 可 分 为 线 位 移 和 和 角 位 移 。 
构件 在 外 力作 用 下 的 变形 分 为 形状 的 改变 及 尺寸 的 改变 ， 因 此 应 变 有 线 应 变 和 切 应 变 


两 种 。 





























.1 材料 力学 中 对 变形 体 作 了 哪些 基本 假设 ?为 什么 要 作 这 些 假设 ?它们 的 依据 是 什么 ? 
.2 杆 、 板 、 壳 、 块 体 的 区 别 是 什么 ? 

.3 根据 可 变形 固体 的 均匀 性 假设 ， 从 物体 内 任 一 点 处 任意 方向 取出 的 体积 单元 ， 
其 力学 性 质 均 相同 。 因 此 ， 均 匀 性 假设 实际 上 包含 了 各 向 同性 假设 , 试问 上 述说 法 是 否 正 
确 ? 为 什么 ? 
.4 在 外 力作 用 下 ， 杆 件 的 基本 变形 形式 有 了 哪 几 种 ?< 它们 各 有 何 特点 ? 试 举例 说 明 。 
.5 刚体 静 力 学 中 力 的 可 传 性 原理 是 否 可 应 用 于 变形 体 ? 为 什么 ? 
.6 如 图 1.14(a)、(b) 所 示 两 个 矩形 微 体 ， 虑 线 表 示 其 变形 。 试 问 微 体 左下 A 角 处 
的 切 应 变 y 分 别 为 何 值 ? 

.7 试 判断 如 图 1. 15 所 示 杆 件 哪些 属于 轴 向 拉 伸 或 压缩 ? 














1.1 试 求 如 图 1. 16 所 示 结 构 mm-m 和 nn 两 截面 上 的 内 力 ， 并 指出 AB 和 BC 两 杆 
的 变形 属于 何 类 基本 变形 。 

1.2 在 如 图 1.17 所 示 简易 吊车 的 横梁 上 ,下 力 可 以 左 
右 移 动 ， 试 求 截面 1- 1 和 2 - 2 上 的 内 力 及 其 最 大 值 。 

1.3 如 图 1.18 所 示 拉 伸 试 样 上 A、B 两 点 的 距离 1 称 为 
标 距 。 受 拉力 作用 后 ， 用 变形 仪 量 出 两 点 距离 的 增 量 Al 二 
5X10™mm。 若 4 的 原 长 为 1 二 100mm,， 试 求 A 与 B 两 点 间 tn Im lm 
的 平均 应 变 sv。 图 1.16 习题 1.1 图 
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图 1.17 习题 1.2 图 图 1.18 习题 1.3 图 


1.4 如 图 1.19 所 示 三 角形 薄板 因 受 外 力作 用 而 变形 ， 角 点 B 垂直 向 上 的 位 移 为 
0.03mm, 但 AB 和 BC 保持 直线 。 试 求 沿 OB 的 平均 应 变 s。， 并 求 AB、BC 两 边 在 B 点 
的 角度 改变 。 

1.5 圆 形 薄 板 的 半径 为 RR， 变形 后 R 的 增 量 为 ARR， 如 图 二 20 所 示 。 若 R=80mm， 
AR 王 3X10 mm， 试 求 沿 半径 方向 和 外 圆 圆 周 方向 的 平均 应 变 。 














图 1.19 习题 1.4 图 图 120 习题 1.5 图 
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轴 向 拉 伸 、 


第 人 2 总 
压缩 与 剪 切 

















Ef) 
掌握 求 内 力 的 截面 法 及 轴 力 计算 规则 
掌握 轴 力图 的 绘制 
掌握 强度 计算 
理解 胡 克 定律 
掌握 变形 计算 
理解 材料 的 力学 性 质 
掌握 连接 件 的 实用 强度 计算 
Mk) 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
01) 字 握 求 内 力 的 截面 法 双 四 力 计 算 
轴 力 及 轴 力 图 规则 平衡 的 概念 
(2) 熟练 绘制 轩 力 图 
(1) 理解 应 力 的 撤 念 微分 的 概念 
强度 计算 (2) 掌握 强度 条 件 的 应 用 极限 的 概念 
(1) 理解 胡 克 定律 及 其 适用 条 件 弹性 理论 
变形 的 计算 (2) 掌握 轴 向 拉 、 压 杆 变形 的 计算 ep 
(3) 理解 泊 松 比 、 弹 性 模 量 的 意义 三 
(1) 理解 低 碳 钢 拉 伸 试验 过 程 
4 " (2) 理解 比例 极限 、 弹 性 极限 、 屈 服 有 
材料 的 力学 性 质 极限 和 强度 极限 的 意义 二 人 
(3) 理解 塑性 材料 和 脑 性 材料 的 区 别 
(1) 理解 切 应 力 和 挤 压 应 力 的 概念 微分 的 概念 
连接 件 的 实用 强度 计算 (2) 掌握 强度 条 件 的 应 用 极限 的 概念 














Ds 


轴 向 拉 伸 和 压缩 是 杆 件 的 基本 变形 之 一 。 在 本 章 中 ,主要 讨论 杆 件 在 轴 向 拉 ( 压 ) 力 的 作用 下 ， 内 力 、 
应 力 及 变形 的 计算 ,理解 材料 的 力学 性 质 ， 重 点 掌握 强度 条 件 的 建立 及 其 应 用 。 从 本 章 开始 ， 以 后 的 各 
章 研 究 对 象 都 是 变形 物体 ， 对 变形 物体 的 基本 假设 在 绪论 中 都 有 讲解 。 本 章 的 学 习 非 常 重要 ， 它 将 为 后 


面 几 章 的 学 习 黄 定 基础 ， 建 议 同学 们 注重 学 习 和 掌握 基本 概念 和 基本 方法 。 
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E 


工程 中 有 许多 构件 ， 例 如 ， 钢 木 组 合 杭 架 中 的 钢 拉 杆 ( 图 2. 1) ， 内 燃 机 在 燃气 爆发 充 
程 中 的 连 杆 (图 2. 2)， 这 些 杆 件 的 外 形 虽 然 不 同 ， 加 载 方式 各 异 ， 但 它们 有 一 个 共同 特点 
是 : 作用 在 杆 件 上 的 外 力 或 外 力 合力 的 作用 线 与 杆 件 的 轴线 重合 。 杆 件 的 变形 是 沿 着 轴线 
方向 伸 长 或 缩短 的 ， 这 种 变形 称 为 轴 向 拉 伸 或 压缩 。 若 把 这 些 杆 件 的 形状 和 受 力 情况 进行 
简化 ， 都 可 以 简化 成 如 图 2. 3 所 示 的 计算 简 图 ， 图 中 虚线 表示 变形 后 的 形状 。 在 研究 轴 压 
拉 、 压 杆 的 应 力 与 强度 、 变 形 与 刚度 之 前 ， 有 必要 先 分 析 杆 件 的 内 力 。 



































钢 拉 杆 
/ / 
图 2.1 钢 木 组 合 术 架 图 2.2 内 燃 机 图 2.3 杆 件 计算 简 图 


| 2: 1 轴 力 及 轴 力 图 


1. 轴 力 (Axial Force) 

图 2.4(a) 所 示 为 一 轴 向 拉 伸 杆 件 ， 和 欲求 任意 模 截 面 mx-m 上 的 内 力 ， 可 采用 截面 法 。 
假想 地 沿 模 截面 wo-m 将 杆 件 截 分 成 两 段 ; 保留 左 段 [图 2. 4(b)]， 抛 弃 右 段 ， 右 段 对 左 
段 的 作用 ， 用 内 力 来 代替 ， 其 合力 为 Fv。 由 于 杆 件 原 来 处 于 平衡 状态 ， 故 截 开 后 各 部 分 
仍 应 保持 平衡 。 由 左 段 的 平衡 条 件 





m 


= 


而 











(a) (b) (0) 


图 2.4 截面 法 求 轴 向 拉 伸 杆 件 的 内 力 
BF,=0, Fy—F=0 
得 RN 一 下 
车 保留 右 段 ， 抛 弃 左 段 ， 则 左 段 对 右 段 的 作用 力 为 Fs， 由 右 段 的 平衡 条 件 
PF,=0, F\—F=0 


F\=F 
对 于 轴 向 拉 伸 (压缩 ) 的 杆 件 ， 由 于 外 力 合力 的 作用 线 与 杆 件 轴线 重合 ， 因 而 内 力 的 合 
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可 2 天 和 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 萝 切 








力 FN( 或 FA) 的 作用 线 也 必 与 杆 件 轴线 重合 ， 即 横 截 面 上 内 力 的 方向 均 垂 直 于 横 截 面 ， 其 
合力 作用 线 通过 截面 形 心 ， 这 样 的 内 力 称 为 轴 力 。 

由 上 述 计算 可 见 ， 保 留 左 段 或 右 段 ， 所 求 得 的 内 力 大 小 相等 而 方向 相反 ， 这 是 由 于 
们 是 作用 力 和 反作用 力 的 关系 。 

为 了 使 取 左 段 和 取 右 段 研 究 时 ， 求 得 的 轴 力 不 仅 有 相同 的 数值 ， 而 且 有 相同 的 正 负 
号 ， 通 常 根据 杆 件 的 变形 (而 不 是 按 轴 力 的 方向 是 否 与 坐标 轴 方 向 一 致 ) 规 定 轴 力 的 正 负 
号 : 拉 伸 时 的 轴 力 为 正 ， 即 轴 力 Fx (或 FN) 背离 截面 时 为 正 ， 此 时 的 轴 力 称 为 拉力 ， 如 
图 2.4(b)、(c) 所 示 ; 压缩 时 的 轴 力 为 负 ， 即 轴 力 Fx (或 FA) 指 向 截面 时 为 负 ， 此 时 的 轴 
力 称 为 压力 。 这 样 ， 无 论 保留 哪 一 段 ， 求 得 轴 力 的 正 负 号 都 相同 。 以 后 讨论 中 ， 不 必 区 别 
RN 与 内 ， 一 律 表示 为 Fy。 通常 在 计算 时 都 假设 轴 力 为 正 ， 这 样 ， 只 需 根据 计算 结果 的 
正 负 号 便 可 确定 轴 力 是 拉力 还 是 压力 。 

2. 轴 力 图 (Axial Force Diagram) 

当 杆 件 受 多 个 轴 向 外 力作 用 时 ， 杆 件 各 部 分 横 截 面 上 的 轴 力 不 尽 相同 。 为 了 表明 轴 力 
随 横 截面 位 置 变化 的 情况 ， 可 绘制 轴 力 图 。 即 按 选 定 的 比例 尺 ， 用 平行 于 丁 件 轴线 的 坐标 
表示 横 截 面 的 位 置 ， 用 垂直 于 杆 件 轴线 的 坐标 表示 横 蕉 面 上 的 轴 力 ， 绘 出 表示 轴 力 与 横 截 
面 位 置 关系 的 图 线 ， 这 种 图 线 称 为 轴 力 图 。 

例 2.1 一 等 直 杆 受 四 个 轴 向 外 力作 用 如 FI=IOKN 1 Fs25kN 2 -55KN 3 Fy=20kN 
图 2. 5(a) 所 示 ， 试 求 杆 件 模 截 面 1 AN 2- 2、mw -二 一 十 一 二 
3-3 上 的 轴 力 ， 并 作 轴 力图 。 40 0 

解 : (1) 用 截面 法 确定 各 段 的 轴 力 。 在 AB 
段 内 ， 沿 截面 1 - 1 假想 地 将 杆 截 分 成 两 段 ， 取 ， 疝 六 及 
左 段 为 研究 对 象 ， 假 设 横 截 面 上 的 轴 力 为 正 [图 1 
2.5(b)]。 由 平衡 条 件 
SRS0,， Fu—F,=0 














叶 



























































得 
Fu =F,=10(kN) 外 
FN 是 正 值 ， 说 明 所 设 轴 力 为 拉力 是 正确 的 。 
同 理 ， 计 算 横 截 面 2- 2 上 的 轴 力 ， 由 截面 
2- 2 左边 一 段 [图 2.5(c)] 的 平衡 条 件 
ZF,=0, Fw—F—F:=0 
得 图 2.5 等 直 杆 轴 力 图 
Fw=F,+F,=35(kN) 
计算 横 截 面 3- 3 上 的 轴 力 Fx 时 ,为 了 计算 方便 ， 可 取 右 段 为 研究 对 象 ， 如 图 2. 5(d) 
所 示 。 由 平衡 条 件 
































ZF,.=0, 一 及 一 Rs 一 0 
得 
Fw=—F,=—20(kN) 
Fs 是 负 值 ， 说明 的 实际 方向 与 假设 的 方向 相反 ， 即 为 压力 。 
由 以 上 用 截面 法 和 平衡 条 件 可 得 出 轴 力 计算 规则 : 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 上 某 截 面 的 轴 力 Fx 
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LE 


等 于 该 截面 任意 一 便 所 有 外 力 在 杆 轴线 上 的 投 时 影 代数 和 。 当 外 力 在 杆 轴线 方向 分 力 箭头 离 


开 该 截面 时 产生 正 投影 





有 了 和 力 计算 规划， 
轴 力 ， 只 需 用 轴 力 计算 规则 就 可 直接 算出 各 杆 段 上 控制 截面 轴 力 ， 作 轴 力 图 。 
(2) 作 轴 力图 。 用 平行 于 轴线 的 x 轴 表 示 横 截面 的 位 置 ， 与 工 轴 垂 直 的 坐标 表示 对 应 
横 截 面 的 轴 力 ， 按 比 例 作出 轴 力 图 ， 如 图 2. 5Ce) 所 示 。 由 此 图 可 知 ， 数 值 最 大 的 轴 力 发 生 



































在 BC 段 


当 外 力 在 杆 轴线 方向 分 力 箭头 指向 该 截面 时 产生 负 投 影 。 
作 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 轴 力 图 就 可 不 用 截面 法 取 脱 离 体 ， 由 平衡 条 件 求 














| 2. 2 轴 向 拉 伸 、 压 缩 时 的 应 力 


确定 了 内 力 ， 还 不 足以 解决 构件 的 强度 问题 ， 还 必须 知道 截面 单位 面积 所 受 的 内 力 ， 


即 应 力 。 


1. 轴 向 拉 伸 、 压 缩 时 横 截 面 上 的 正 应 力 (Normal'Stress on Cross Section) 


为 了 求 得 横 截 面 上 任意 一 点 的 应 力 ， 必 须 了 解 内 力 在 截面 上 的 分 布 规律 。 由 于 内 力 和 


变形 之 间 存 在 一 定 的 物理 关系 ， 故 可 通过 试验 观察 变形 的 办 法 来 了 解 内 力 的 分 布 。 


取 一 等 截面 直 杆 ， 





试验 前 在 杆 件 表面 土 画 两 条 垂直 于 杆 轴线 的 横向 直线 ab 和 cd ， 并 


在 两 模 线 间 面 儿 条 平行 于 杆 轴 的 纵 线 ,如 图 2. 6(a) 所 示 ; 然后 在 杆 件 两 端 施 加 一 对 轴 向 拉 


巨 = 虹 一 也 cd 分 别 平移 到 区 丸和 ed 位置， 且 仍 垂直 于 杆 件 的 
轴线 ， 如 图 2.6(b) 所 示 。 根 据 这 一 变形 现象 ， 通 过 


Ca 。 变形 后 仍 为 平面 ， 仅 沿 轴线 产生 了 相对 平移 ， 关 仍 
se 与 杆 的 轴线 垂直 。 这 个 假设 称 为 平面 假设 。 平 面 假 


力 下 ， 使 杆 件 发 生变 形 。 此 时 可 以 观察 到 直线 ab 和 








由 表 及 里 的 推理 ， 可 作 如 下 假设 : 变形 前 的 横 截 面 ， 





设 意味 着 拉杆 的 任意 两 个 横 截 面 之 间 所 有 纵向 线段 
的 伸 长 相同 。 由 材料 的 均匀 性 假设 ， 可 以 推断 出 内 
力 在 横 截 面 上 的 分 布 是 均匀 的 ， 即 横 截 面 上 各 点 处 
的 应 力 大 小 相等 ， 其 方向 与 轴 力 RN 一致， 垂直 于 横 
堆 面 ， 称 为 正 应 力 ， 如 图 2. 6(c) 所 示 。 设 杆 件 横 截 




















图 2 6 拉杆 模 截 面 上 的 正 应 力 。 面 面 积 为 A， 则 正 应 力 的 计算 公式 为 


有 


0 一 从 (2-1) 








式 (2- 1) 同 样 适 
应 力 为 负 。 











于 轴 向 受 压 杆 。 正 应 力 的 正 负 号 与 轴 力 相对 应 ， 即 拉 应 力 为 正 ， 压 





例 2.2 简易 旋 臂 式 吊 车 如 图 2. 7(a) 所 示 。 已 知 斜 杆 AB 直径 为 4 一 20mm 的 钢材 ， 
荷载 W 二 15kKN， 不 计 两 村 自重。 求 当 W 移 到 A 点 时 , 斜 杆 AB 横 截面 上 正 应 力 。 


解 : (1) 受 力 分 析 。 








当 厂 移 到 A 点 时 ， 斜 杆 AB 受到 的 拉力 最 大 ， 设 其 值 为 Fw 。 取 AC 


杆 为 分 离 体 ， 在 不 计 杆 件 自重 及 连接 处 的 摩擦 时 ，AC 杆 受 力 如 图 2. 7(c) 所 示 。 根 据 平衡 方程 
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EMc=0, Frwxsing* AC—W * AC=0 


轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 剪 切 





解 得 


2.7 简易 旋 臂 式 吊车 








Fu 一- 亚 
SIna 
由 三 角形 ABC 求 出 
* BG Op 
sineAB /3 
故 有 
is _ 
Rh 388—38. 7(kN) 
(2) 求 应 力 。 斜 杆 AB 横 截 面 玉 正 应 力 为 
Fy _ Fuz 7 38 7X10; 
二 

















123X10° (Pa)=123(MPa) 
TT X202X10- 


例 2.3 长 为 6 内径 d 二 200mm、 壁 厚 6 二 5mmam 的 薄 壁 圆 环 ， 承 受 /一 2MPa 的 内 压 
力作 用 ， 如 图 2.8(a) 所 示 。 试 求 圆 环 径 向 截面 上 的 拉 应 力 。 








(b) 


解 : 
有 相同 





图 2.8 薄 壁 圆 环 
沙 壁 圆 环 在 内 压力 作 


用 下 要 均匀 胀 大 ， 故 在 包含 
的 法 向 拉力 Fx。 为 求 拉 应 力 a， 可 假想 地 用 
环 [图 2.8(b)] 的 平衡 。 





吉 径 


圆 环 轴线 的 任意 径 向 截面 上 作 








一 直径 平面 将 
E 环 上 的 内 压力 沿 > 方向 








圆 环 截 分 为 二 ， 间 
的 合力 为 

Fa=| (六 Gay)sing = | singdy = pa 

线 与 y 轴 重 合 。 

因 壁 厚 远 小 了 









































他 


F 内 径 &， 故 可 近似 地 认为 在 环 的 每 一 个 横 截 面 闷 -zz 或 n-n 上 各 点 处 的 














fF 研究 留 








正 应 力 相等 。 又 由 对 称 关系 可 知 ， 此 两 横 截 面 上 的 正 应 力 必 组 成 数值 相等 的 合力 。 由 平衡 
方程 吕 F, 二 0， 求 得 














Fr 


Fy= 2 





于 是 圆 环 径 向 截面 上 的 拉 应 力 为 
Fy_pbd_pd_2X10°X0.2 
oA 了 天 2 2X5X10™ 
2. 轴 向 拉 伸 、 压 缩 时 儿 截 面 上 的 应 力 (Stress on An Inclined Plane) 


轴 向 拉 压 杆 的 破坏 有 时 不 沿 着 横 截 面 ， 例 如 铸铁 压缩 破坏 时 ， 其 断面 与 轴线 大 致 成 
45 。 因 此 ， 为 了 全 面 分 析 拉 压 杆 的 强度 ， 除 了 横 截 面 上 正 应 力 以 外 ,还 需要 进一步 研究 
其 他 斜 截面 上 的 应 力 。 

取 一 受 轴 向 拉 伸 的 等 直 杆 ， 今 研究 与 模 截 面 成 « 角 的 斜 截面 -=r [图 2.9(Ca)] 上 的 应 
力 情 况 。 运 用 截面 法 ， 假 想 地 将 杆 沿 nn 截面 切 开 ， 并 研究 左 段 的 平衡 ， 如 图 2.9(b) 所 
示 ， 则 得 到 此 和 斜 截 面 n-n 上 的 内 力 ,为 

















40X 10° (Pa)=40(MPa) 


F,=F (2-2) 
仿照 求解 横 截面 上 正 应 力 分 布 规律 的 过 程 ,同样 可 以 得 到 斜 截面 上 各 点 处 的 全 应 力 

p, 相等 的 结论 。 于 是 有 
/二 人 (2-3) 


设 横 截 面 面 积 为 A， 则 斜 蕉 面 面 积 为 4= 寺 ， 将 此 关系 代入 式 (2- 3)， 并 利用 
式 (2-2)， 可 得 


一 是 一 太吉 一 硅 fosaacosa (2-4) 
式 中 ,a 一 在 为 权 截 而 上 任 一 意 点 处 的 正 应 力 。 





将 斜 截面 上 任意 一 点 开 处 的 全 应 力 p, 分解 为 垂直 于 斜 截面 的 正 应 力 c。 和 沿 斜 截面 的 
切 应 力 t,， 这样 ， 就 可 以 用 a 及 两 个 分 量 来 表示 nn -nn 斜 截面 上 任意 一 点 天 的 应 力 情 
况 ， 如 图 2.9(c) 所 示 。 将 p, 分 解 后 ， 并 利用 式 


























。 (2-4)， 得 到 
了 A 0,=p,cosa—=ocos’a= 2 (1 十 cos2a) 
次 (2-5) 
让 5 =p,sina—acosasina—-$ sin2a | 
下 中 由 式 (2- 5) 可 见 ，w 与 r, 都 是 a 角 的 函 
让 数 ， 所 以 截面 的 方位 不 同 ， 截 面 上 的 应 力也 就 





不 同 。 讨 论 : 


-一 一 NE (1) 当 o 一 0 时 ， 斜 截面 -7 成 为 垂直 于 轴 








人 线 的 横 截面 ， 正 应 力 达到 最 大 值 ， 即 上 一 cu 一 
0 o， 而 切 应 力 为 零 ; 
图 2.9 拉杆 斜 截面 上 的 应 力 (2) 当 w 一 45 时， 切 应 力 达 到 最 大 值 ， 即 
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可 2 靖 和 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 萝 切 


二 二 而 正 应 力 不 等 于 零 ， 为 和 二 


(3) 当 x= 一 90" 时 ， 正 应 力 m 和 切 应 力 r. 均 为 零 ， 表 明 轴 向 拉 压 杆 在 平行 于 杆 轴 的 纵向 
截面 上 无 任何 应 力 。 
在 应 用 式 (2-5) 时 ， 应 注意 o,、z, 和 角度 a 的 正 负 号 。 正 应 力 6 仍 以 拉 应 力 为 正 ， 压 
应 力 为 负 ; 切 应 力 的 正 负 ， 以 斜 截面 外 法 线 按 顺 时 针 方向 转 过 90 后 与 其 所 示 方 向 一 至 
时 为 正 ， 反 之 为 负 ; a 角 则 以 横 截 面 外 法 线 转 到 斜 截面 外 法 线 时 ， 逆 时 针 转 为 正 ， 顺 时 针 





























| 2. 3 轴 向 拉 伸 、 压 缩 时 的 变形 





轴 向 拉 伸 与 压缩 时 ， 直 杆 的 主要 变形 是 轴 向 尺寸 的 改变 同时 其 横向 尺寸 也 要 发 生 
改变 。 

1. 纵向 变形 (Axial Deformation) 

设 等 直 圆 截面 杆 原 长 为 :/， 直 径 为 4， 受 轴 向 拉力 下 后 ， 变 形 为 如 图 2. 10 虚线 所 示 的 
形状 。 纵 向 长 度 由 / 变 为 如， 则 杆 的 纵向 络 


[ec 


AL 一 站 一/ 
绝对 变形 不 能 准确 地 衡量 杆 件 的 变形 程 
度 ， 为 此 引入 相对 变形 的 概念 .将 绝对 变形 图 2. 10 轴 向 受 拉杆 的 变形 
除 以 原 长 记 为 
e347 (2-6) 


s 表示 杆 件 单位 长 度 的 纵向 变形 ， 称 为 纵向 线 应 变 (axial strain)。 它 是 一 个 无 量 纲 的 量 ， 
拉 伸 时 为 正 ， 压 缩 时 为 负 。 

2， 横 向 变形 (Lateral Deformation) 

圆 杆 受 轴 向 拉力 下 后 ,横向 尺寸 由 d 变 为 d1， 如 图 2. 10 所 示 。 则 杆 的 横向 绝对 变 





Ad=di—d 
横向 线 应 变 (lateral strain) 为 
,_Ad_di-d | 
‘ada ad (2-7) 


e' 的 正 负 号 与 相反 ， 即 拉 伸 时 为 负 ， 压 缩 时 为 正 。 

3. 泊 松 比 (Poisson7s Ratio) 

实验 表明 ， 对 于 同一 种 材料 ， 当 应 力 不 超过 某 一 限度 时 ， 横 向 线 应 变 e 与 纵向 线 应 变 
s 之 比 的 绝对 值 为 一 常数 ， 即 


' 
一 | 三 
€ 








二 一 全 (2-8) 
€ 
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式 中 ,jy 称 为 泊 松 比 或 横向 变形 系数 ， 


4. 胡 克 定律 (Hooke’s Law) 


实验 表明 ， 受 轴 向 拉 伸 或 压缩 的 杆 件 ， 当 外 力 不 超过 某 一 限度 时 ， 材 料 在 弹性 范围 之 内 工 
作 ， 其 轴 向 绝对 变形 A 与 轴 力 及 及 杆 件 原 长 ! 成 正比 ， 与 杆 件 的 横 截 面 面 积 A 成 反比 。 即 





引进 比例 常数 已 ， 得 


= 
El 一 


一 Ae 
一 个 无 量 纲 的 量 。 


是 


Fl 


AL A 


_F 
Al=EA 





(2-9) 














该 式 称 为 胡 克 定律 。 其 中 常数 已 称 为 材料 的 弹性 模 量 (miodulus of elasticity)。 弹 性 模 
量 屯 和 泊 松 比 5 都 是 材料 的 弹性 常数 ， 其 数值 随 材料 的 不 同 而 异 ， 可 由 实验 测定 。 常 用 工 
程 材料 的 弹性 模 量 和 泊 松 比 约 值 在 表 2- 1 中 给 出 < 


表 2-1 常用 工程 材料 的 弹性 模 量 和 泊 松 比 约 值 















































材料 名称 牌号 E(GPa) 六 
低 碳 钢 Q235 200~210 0. 24 一 0. 28 
中 碳 钢 45 205 

低 合金 钢 I6Mn 200 0. 25 一 0. 30 
合金 钢 40CrNiMoA 210 
灰 口 铸铁 60~162 0.23~0. 27 
球墨 铸铁 150~180 
铝 合金 LY12 71 0.33 
硬 质 合金 380 
混凝土 15. 2~36 0. 16 一 0. 18 
木材 ( 顺 纹 ) 9~12 














由 式 (2-10) 可 以 看 出 ， 当 其 他 条 件 不 变 时 ,弹性 模 量 玉 越 大 ， 杆 件 的 绝对 变形 Al 就 
越 小 ， 所 以 玉 是 衡量 材料 抵抗 弹性 变形 能 力 的 一 个 指标 。 当 Fs、/ 值 不 变 时 ，EA 值 越 
大 ,绝对 变形 Al 就 越 小 。 故 EA 表示 杆 件 抵抗 拉 ( 压 ) 变 形 的 能 力 ， 称 为 杆 的 抗 拉 ( 压 ) 刚 
度 (rigidity)。 


将 下 一 “和 学 一 。 代入 式 (2-10)， 则 得 胡 克 定律 的 另 一 表达 形式 





o—=Ee al 
因此 ， 胡 克 定 律 又 可 表述 为 : 当 应 力 不 超 过 某 一 极限 值 时 ， 材 料 在 弹性 范围 之 内 工作 ， 
20 

















缠 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 前 切 



































应 力 与 应 变 成 正比 。 由 于 。 是 一 个 无 量 纲 的 量 ， 所 
以 下 的 单位 与 相同， 其 常用 单位 是 GPa( 吉 帕 )-。 @ fm 

例 2.4 一 等 截面 钢 杆 ， 受 力 及 几何 尺 二 如 sf | 
图 2.11 所 示 。 已 知 材料 的 弹性 模 量 下 一 210GPa， 4 B c 
试 绘制 钢 杆 的 轴 力 图 ， 并 求 :(1) 每 段 杆 的 伸 长 2m 3m 





量 ;(2) 每 段 杆 的 线 应 变 ;(3) 全 杆 的 总 伸 长 量 。 
解 : 绘制 轴 力图 。 杆 的 轴 力图 如 图 2.11 
所 示 。 
(1) 计算 每 段 杆 的 伸 长 量 。 应 用 胡 克 定律 求 出 避 本 人 济 的 站 
各 段 杆 的 变形 











Al Fv.aplap 8X103X2 
AB ~ 加 一 5 
210X10* XIX8 X10 1 





1.52 交 10 一 (m) 








Fy.mli 10X10X3 
210X10 x3 ZR 


(2) 计算 每 段 杆 的 线 应 变 。 应 用 胡 克 定律 求 出 各 段 杆 的 线 应 变 
二 Al _2.84X10- 
3 








么 84X10“(m) 





i 4 
一 人 = 上 52 义 10 一 一 7.6X1gPt， =9.47X107! 


EAB Ws 2 ERC Les 
(3) 全 杆 的 总 伸 长 量 。 杆 的 总 变形 等 于 各 段 变形 之 和 
Al=Alas+Alsx =1.52xX10 3+2.84X10 =4.36X10 (m)=4.36(mm) 


| 2. 4 轴 向 拉 伸 、 压 缩 时 材料 的 力学 性 能 


材料 的 力学 性 能 也 称 为 机 械 性 质 ， 是 指 材料 在 受 力 过 程 中 在 强度 和 变形 方面 所 表现 出 
的 性 能 ， 如 弹性 、 塑 性 、 强 度 、 韦 性、 硬度 等 。 为 了 进行 杆 件 的 强度 计算 ， 必 须 研究 材料 
的 力学 性 能 。 材 料 的 力学 性 能 都 是 通过 试验 测 出 的 。 同 样 的 材料 在 不 同 的 温度 和 加 载 方式 
下 也 会 显示 出 不 同 的 力学 性 能 。 低 碳 钢 和 铸铁 在 一 般 工 程 中 应 用 比较 广泛 ， 它 们 在 拉 伸 或 
压缩 时 的 力学 性 能 也 比较 典型 ， 故 本 节 主 要 介绍 这 两 种 材料 在 常温 ( 指 室温 )、 静 载 ( 指 加 
载 速度 缓慢 平稳 ) 情 况 下 的 力学 性 能 。 








2.4.1 轴 向 拉 伸 时 材料 的 力学 性 能 











拉 伸 试验 的 试 件 要 按 国家 标准 规定 的 形状 和 尺寸 ， 做 成 标准 试 件 ， 以 便 比 较 不 同 材料 
的 试验 结果 。 对 于 金属 材料 ， 通 常 采用 如 图 2. 12 所 示 的 圆柱 形 标 准 试 件 。 试 件 中 部 等 截 
面 段 的 直径 为 4， 试 件 中 段 用 来 测量 变形 的 长 
度 1 称 标 距 (original gage length)。 标 距 / 与 直 
径 d 之 比 , 一 般 规定 有 1 二 10d 和 1 二 54 两 种 。 
试验 所 用 的 主要 设备 有 万 能 材料 试验 机 或 电子 
2.12 标准 试 件 万 能 材料 试验 机 和 测量 变形 的 引伸 计 。 试 验 
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时 ， 将 试 件 的 两 端 装 卡 在 试验 机 上 ， 然 后 在 其 上 施加 缓慢 增加 的 拉力 ， 直 到 把 试 件 拉 断 
为 止 。 

工程 中 常见 的 材料 品种 很 多 ， 下 面 以 低 碳 钢 和 和 铸铁 为 主要 代表 ， 介 绍 拉 伸 时 材料 的 力 
学 性 能 。 

1. 低 碳 钢 的 拉 伸 试验 


在 拉 伸 的 过 程 中 ， 自 动 绘图 仪 或 计算 机 能 自动 绘 出 荷载 与 相应 的 伸 长 变形 A! 之 间 
的 关系 曲线 ， 称 为 拉 伸 图 ， 如 图 2. 13(a) 所 示 。 

试 件 的 拉 伸 图 与 试 件 的 几何 尺寸 有 关 。 为 了 消除 试 件 几何 尺寸 的 影响 ， 将 拉 伸 图 的 纵 坐 
标 除 以 试 件 的 原始 横 截 面 面 积 A， 横 坐标 除 以 标 距 !， 则 得 应 力 a 与 应 变 e 的 关系 曲线 ， 如 图 
2.13(b) 所 示 。 从 c-s 图 和 试验 中 观察 到 的 现象 可 以 知道 ， 低 碳 钢 拉 伸 试验 分 为 四 个 阶段 。 























2. 13” 低 碳 钢 的 拉 伸 图 


(1) 弹性 阶段 从 图 2.13(b) 中 可 以 看 出 ,在 拉 伸 的 初始 阶段 ，o 与 es 的 关系 为 直线 
Oa ， 表 示 在 这 一 阶段 内 ， 应 力 与 应 变 成 正比 ， 即 
o=Ee 
这 就 是 拉 伸 或 压缩 的 胡 克 定律 。 式 中 巨 为 与 材料 有 关 的 比例 常数 ， 称 为 弹性 模 量 。 与 c 点 
对 应 的 应 力 ， 即 应 力 与 应 变 s 成 正比 时 应 力 的 最 高 值 ， 称 为 材料 的 比例 极限 (proportion- 
al limit)， 以 op 表示 。 低 碳 钢 的 比例 极限 大 约 为 200MPa。 
超过 比例 极限 后 ， 从 a 到 2，c 与 s 之 间 的 关系 不 再 是 直线 ， 但 解除 拉力 后 变形 仍 完全 
消失 ， 材 料 的 变形 是 弹性 的 。 与 5 点 对 应 的 应 力 称 为 弹性 极限 (elastic limit)， 用 a 表示 。 
由 于 弹性 极限 与 比例 极限 非常 接近 ， 所 以 在 实际 应 用 中 通常 将 两 者 视 为 相等 ， 即 将 a 和 6 
视 为 同一 点 。 
(2) 屈服 阶段 。 当 应 力 超 过 弹性 极限 后 ， 图 2. 13(b) 上 出 现 接近 水 平 的 小 锯齿 形 波动 
段 be， 说 明 此 时 应 力 基 本 保持 不 变 ， 但 应 变 却 迅速 增加 ,表明 材料 暂时 失去 了 抵抗 变形 的 
能 力 。 这 种 应 力 几乎 不 变 ， 应 变 却 不 断 增 加 ， 从 而 产生 明显 变形 的 现象 ， 称 为 材料 的 届 服 
或 流动 。bec 段 对 应 的 过 程 称 为 届 服 阶段 ， 届 服 阶段 的 最 低 应 力 值 = 称 为 材料 的 届 服 点 或 
届 服 极限 (yielding limit) 或 届 服 点 。 低 碳 钢 的 届 服 极限 o. 二 220 一 240MPa。 在 届 服 阶段 
如 果 试 件 表面 光滑 ， 可 以 看 到 试 件 表面 有 与 轴线 大 约 成 45 的 条 纹 ， 称 为 滑 移 线 。 一 般 认 
为 这些 条 纹 是 材料 内 部 的 晶 粒 沿 最 大 切 应 力 方向 相互 错 动 引起 的 。 在 这 一 阶段 ， 如 果 印 























象 2 历 ” 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 剪 切 


载 ， 将 出 现 不 能 消失 的 塑性 变形 。 这 在 工程 中 一 般 是 不 允许 的 。 所 以 屈服 极限 是 衡量 材料 
强度 的 一 个 重要 指标 。 

(3) 强化 阶段 。 经 过 届 服 阶段 以 后 ， 从 “点 开始 曲线 又 逐渐 上 升 ， 材 料 又 恢复 了 抵 
抗 变形 的 能 力 ， 要 使 它 继续 变形 ， 必 须 增 加 应 力 。 这 种 现象 称 为 材料 的 强化 。 从 “点 至 
“点 称 为 强化 阶段 。 曲 线 的 最 高 点 “所 对 应 的 应 力 称 为 强度 极限 ( Strength limit)， 以 m 
表示 。 低 碳 钢 的 强度 极限 大 约 为 400MPa。 强 度 极限 是 衡量 材料 强度 的 另 一 个 重要 指标 。 

在 强化 阶段 内 任 一 点 d， 若 缓慢 卸载 ， 曲 线 c-s 将 沿 着 与 Oa 近似 平行 的 直线 回 到 cf 
点 ， 如 图 2.13(b) 所 示 。d'g 是 消失 了 的 弹性 变形 ， 而 Ox 是 残留 下 来 的 塑性 变形 。 若 印 
载 后 立即 重新 加 载 ， 应 力 -应 变 曲线 将 沿 着 d'd 变化 。 比 较 曲线 Oabcdef 和 d'def 可 见 ， 
重新 加 载 时 ， 材 料 的 比例 极限 和 届 服 极限 都 将 提高 ,但 断裂 后 的 塑性 变形 将 减少 。 这 种 将 
材料 预 拉 到 强化 阶段 ， 使 之 出 现 塑性 变形 后 印 载 ， 再 重新 加 载 时 ,出 现 比例 极限 和 屈服 极 
限 提高 而 塑性 变形 降低 的 现象 ， 称 为 冷 作 硬 化 。 工 程 上 常 利 用 冷 作 硬化 提高 材料 在 弹性 阶 
段 的 承载 能 力 ， 如 冷 拉 钢 筋 、 冷 拔 钢丝 可 以 提高 材料 的 强度 ;但 它 也 有 不 利 的 一 面 ， 即 降 
低 了 材料 的 塑性 。 


(4) 局 部 变形 阶段 。 当 应 力 达 到 强度 极限 前 试 件 标 。 地 一 = 一 一 和 
路 段 内 的 变形 是 均匀 的 ， 当 应 力 超过 强度 极限 语意 形 oS 


集中 在 试 件 的 某 一 局 部 ， 该 处 横 截面 面积 显著 减 小 ， 出 本 一 一 一 一 本 
现 颈 缩 Cnecking) 现 象 ， 如 图 2. 14(a) 所 示 。 由 于 局 部 横 
截面 面积 显著 减 小 ， 试 件 迅速 被 拉 断 。 

(5) 人 长 率 和 家 面 收 纵 率 ;这 件 拉 断 后， 弹性 亦 尼 鞠 3 一 一 
消失 了 ， 只 剩 下 塑性 变形 。 并 答 中 常用 伸 长 率 (percert 
elongation) 表 示 材料 的 逆 性 , 即 图 2.14 又 编 与 断裂 后 的 试 件 





















































6 一 全文 100% (2-12) 
式 中 ，4 是 试 件 拉 断 后 的 标 距 ，! 是 原 标 距 。 通常 把 6 宇 5% 的 材料 称 为 塑性 材料 (ductile 
materials)， 把 6 二 5% 的 材料 称 为 脆性 材料 (brittle materials) 。 低 碳 钢 的 伸 长 率 很 高 ， 其 
平均 值 为 20% 一 30%， 说明 低 碳 钢 的 塑性 很 好 。 它 是 典型 的 塑性 材料 。 适 铁 、 混 凝 土 、 石 
料 等 没有 明显 的 塑性 变形 ， 都 是 脆性 材料 。 

另外 还 可 以 用 截面 收缩 率 (percent reduction in area )y 来 表示 材料 的 塑性 ， 即 


y= 人 多 x1l00% (2=13) 























式 中 ，Ai 为 试 件 断 口 处 的 最 小 横 截面 面积 ，A 为 试 件 的 原始 模 截 面 面 积 。 显然， 材料 的 
塑性 越 大 ， 其 3、y 值 也 就 越 大 ， 因 此 ， 伸 长 率 和 截面 收缩 率 是 衡量 材料 塑性 性 质 的 两 个 
重要 指标 。 
2. 其 他 塑性 材料 的 拉 伸 试验 
其 他 金属 材料 的 拉 伸 试验 和 低 碳 钢 拉 伸 试 验 的 方法 相同 ， 图 2. 15 给 出 了 锰 钢 、 退 火 
球墨 铸铁 、 低 碳 钢 、 青 铜 等 材料 的 应 力 -应变 曲 线 。 由 图 中 可 见 ， 当 应 力 较 小 时 ， 这 四 种 
材料 的 应 力 与 应 变 也 成 直线 关系 ， 符 合 胡 克 定律 ， 其 次 ， 它 们 的 伸 长 率 虽 各 不 相同 ， 但 都 
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大 于 10%， 故 都 是 塑性 材料 。 不 过 与 低 碳 钢 相 比 ， 其 他 三 种 塑性 材料 并 没有 明显 的 届 服 阶 
段 ， 因 此 得 不 到 明确 的 届 服 极限 。 

对 于 没有 明显 届 服 阶段 的 塑性 材料 ,工程 上 规定 ， 取 试 件 产生 0. 2% 的 塑性 应 变 时 的 
应 力 值 为 材料 的 名 义 届 服 极限 ， 以 os 表示 ， 如 图 2. 16 所 示 。 





























图 2.15 几 种 材料 的 a-s 曲线 图 图 2.16 名 义 屈服 应 力 

I 3.， 铸铁 的 拉 仲 试验 
I 铸铁 可 作为 脆性 材料 的 代表 ， 其 拉 伸 时 的 o-e 曲线 
是 如 图 2.17 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ,铸铁 拉 伸 时 图 中 没有 
sn 明显 的 直线 阶段 , :也 没有 届 服 阶段 断裂 是 突然 发 生 
的 ,断口 与 轴线 年 站, 塑性 变形 很 小 。 衡 量 铸 铁 强 度 的 
加 唯一 指标 是 抗 拉 强度 o,。 由 于 和 铸铁 的 o-e 图 中 没有 明显 
o 线 5 。 的 直线 部 分。 所 以 它 不 符合 胡 克 定律 。 但 由 于 铸铁 构件 
el 总 是 在 较 术 的 应 力 范围 内 工作 ， 故 这 时 可 近似 认为 ， 胡 




















图 2.17 铸铁 拉 伸 时 的 oa-s 曲线 图 克 定 律 在 较 小 应 力 的 范围 内 可 以 近似 地 使 





2.4.2 轴 疝 压缩 时 材料 的 力学 性 能 


金属 材料 的 压缩 试 件 一 般 做 成 圆柱 形 ， 且 试 件 的 高 度 为 直径 的 1.5 一 3.0 倍 。 在 
图 2. 18 中 画 出 了 低 碳 钢 压 缩 时 的 c-s 曲线 ， 图 中 虚线 为 低 碳 钢 拉 伸 时 的 c-e 曲线。 可 以 
看 出 ， 低 碳 钢材 料 压缩 时 的 比例 极限 、 弹 性 模 量 及 届 服 点 都 和 拉 伸 时 相同 ， 只 是 超过 屈服 
点 后 ， 试 件 被 愈 压 愈 扁 ， 不 可 能 压 断 ， 故 得 不 到 强度 极限 。 

图 2. 19 是 铸铁 压缩 时 的 c-s 曲线 ， 整 个 图 形 与 拉 伸 时 相似 。 但 压缩 时 的 伸 长 率 
比 拉 伸 时 大 ， 压 缩 时 的 强度 极限 是 拉 伸 时 的 4 一 5 倍 ， 压 缩 破 坏 面 与 试 件 轴线 大 致 成 
45" 角 。 

从 以 上 试验 结果 可 知 ， 低 碳 钢 等 塑性 材料 的 抗 拉 和 抗 压 能 力 都 较 强 ， 塑 性 较 好 ， 适 
于 制造 受 拉 构件 和 在 工作 中 可 能 承受 冲击 、 振 动 荷载 的 构件 ， 如 拉杆 、 齿 轮 、 轴 等 。 铸 铁 
等 脆性 材料 抗 压 性 能 好 ， 但 塑性 差 .适用 于 做 受 压 构 件 ， 如 机 器 的 基 座 、 外 这、 建筑 物 的 
基础 等 。 
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瘟 2 看 。 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 前 切 



































图 2. 18 低 碳 钢 压缩 时 的 o-s 曲线 图 图 2.19 铸铁 压缩 时 的 o-s 曲线 图 
由 材料 的 力学 性 能 和 工程 实践 可 知 ， 对 于 塑性 材料 的 构件 , 当 开 作 应 力 达到 届 服 极限 
时 ,会 因 产 生 较 大 的 塑性 变形 而 不 能 正常 工作 ; 对 于 脆性 材料 的 构件 来 说 ， 当 工作 应 力 达 
到 强度 极限 时 ， 会 发 生 断 裂 破坏 。 材 料 因 过 大 的 塑性 变形 或 断裂 而 丧失 工作 能 力 时 的 应 
力 ， 称 为 极限 应 力 (limit stress)， 用 of 表示。 塑性 材料 的 极限 应 力 是 届 服 极限 c. (或 名 义 
届 服 极限 o6.。); 脆性 材料 的 极限 应 力 是 强度 极限 ,mis 

设计 构件 时 ， 考 虑 到 荷载 估计 的 准确 程度 应 为 计算 方法 的 精确 程度 、 材 料 的 均匀 程度 
以 及 构件 的 重要 性 等 因素 ， 为 了 保证 构件 安全 可 靠 地 工作 ， 应 使 它 的 工作 应 力 小 于 材料 的 极 
限 应 力 ， 并 使 构件 留 有 适当 的 强度 储备 ,为 此 将 材料 的 极限 应 力 除 以 一 个 大 于 1 的 系数 n， 
作为 构件 允许 达到 的 最 大 应 力 值 ， 称 为 许 用 应 力 (allowable stress)， 以 符号 [o] 表示 。 即 


一 下 = 
[oj]= (2-14) 


式 中 ,nn 称 为 安全 系数 (factor of safety)， 它 表示 材料 的 安全 储备 程度 或 强度 的 富余 程度 。 

正确 地 选取 安全 系数 ， 关 系 到 构件 的 安全 与 经 济 这 一 对 矛盾 的 正确 处 理 。 过 大 的 安全 
系数 会 浪费 材料 ， 太 小 的 安全 系数 则 又 可 能 使 构件 不 能 安全 工作 。 各 种 不 同 工 作 条 件 下 构 
件 安全 系数 的 选取 ， 可 参照 有 关 工 程 手册 来 确定 。 一 般 对 于 塑性 材料 ， 取 =1. 3 一 2. 0; 
对 于 脆性 材料 ， 取 "一 2. 0 一 3.5。 











| 2. 5 轴 向 拉 伸 、 压 缩 时 的 强度 计算 


杆 件 是 由 各 种 材料 制 成 的 。 材 料 所 能 承受 的 应 力 是 有 限度 的 ， 若 超过 某 一 极限 值 ， 杆 
件 便 会 发 生 破坏 或 产生 过 大 的 塑性 变形 ， 因 强度 不 够 而 丧失 正常 的 工作 能 力 。 因 此 ， 工 程 
中 对 各 种 材料 ， 规 定 了 保证 杆 件 具有 足够 的 强度 所 允许 承担 的 最 大 应 力 值 ， 称 为 材料 的 许 
应 力 ， 用 符号 Lo] 表示 。 显 然 ， 只 有 当 杆 件 中 的 最 大 应 力 小 于 或 等 于 材料 的 许 用 应 力 
时 ， 杆 件 才 具 有 足够 的 强度 。 即 
















































































os 一 全 <[a (2-15) 
式 (2- 15) 称 为 杆 件 在 轴 向 拉 伸 ( 或 压缩 ) 时 的 强度 条 件 。 其 中 下 \ 为 危险 截面 上 的 轴 力 ; A 为 
危险 截面 的 面积 。 所 谓 危险 截面 ， 指 的 是 产生 最 大 工作 应 力 的 截面 。 在 进行 强度 计算 时 ， 要 
准确 找 出 危险 截面 ， 若 危险 截面 满足 了 强度 条 件 ， 则 整个 杆 件 就 具备 了 足够 的 强度 。 

















LE 





~ 


根据 强度 条 件 可 解决 以 下 三 类 问题 。 

1. 校 核 强度 (Check the Intensity) 

已 知 杆 件 的 材料 、 截 面 尺寸 和 所 受 的 荷载 ， 校 核 杆 件 是 否 满足 强度 条 件 式 (2 - 15)， 
从 而 判断 杆 件 能 否 安全 地 工作 。 
2. 设计 截面 (Determine the Allowable Dimension) 
根据 杆 件 所 受 的 荷载 和 材料 的 许 用 应 力 ， 按 下 式 


Fy 
EN 
A 


确定 杆 件 的 横 截 面 面 积 ， 然 后 再 根据 工程 上 的 其 他 要 求 确定 横 截 面 的 几何 形状 尺寸 。 

3. 求 许可 荷载 (Determine the Allowable Load) 

已 知 杆 件 的 横 截 面 面 积 和 材料 的 许 用 应 力 ， 可 按 下 式 

Fy SALo] 

计算 杆 件 允 许 的 最 大 轴 力 ， 再 由 轴 力 与 外 力 的 关系 确定 它 能 承受 的 许可 荷载 。 

在 强度 计算 中 ， 可 能 出 现 最 大 应 力 稍 大 于 许 用 应 力 的 情况 ， 设 计 规 范 规定 ， 超 过 值 只 
要 在 5% 以 内 都 是 允许 的 。 

在 以 上 计算 中 ， 都 要 用 到 材料 的 许 用 应 力 。 工 程 上 常见 材料 在 一 般 情况 下 的 许 用 应 力 
约 值 在 表 2- 2 中 给 出 。 





表 2-2 常用 工程 材料 的 许 用 应 力 约 值 



































许 用 应 力 (MPa) 
材料 名 称 牌号 i 
轴 向 拉 伸 轴 向 压缩 
低 碳 钢 Q235 170 170 
低 合 金 钢 16Mn 230 230 
灰 口 铸铁 34~54 160~200 
C20 0.44 7 
混凝土 和 
C30 0.6 10.3 
木材 ( 顺 纹 ) 6.4 10 
例 2.5 如 图 2.20(a) 所 示 气 动 夹具 ,已 知 
-zz 才 了 气 氏 内 径 D= 140mm, 氏 内 气压 力 p= 
Pp 


| NY A 0.6MPa, 活塞 杆 材料 的 许 用 应 力 [o] 一 
上 RH 于 80MPa， 活 塞 杆 直径 d 一 14mm。 试 校 核 活塞 杆 
的 强度 。 

解 : (1) 受 力 分 析 。 活塞 杆 左 端 承受 活塞 
上 气体 的 压力 ， 右 端 承 受 工件 阻力 ， 两 端 外 
力 合力 的 作用 线 与 杆 的 轴线 重合 ， 所 以 活塞 
图 2.20 气动 夹具 杆 为 轴 向 拉 伸 杆 件 ， 如 图 2. 20(b) 所 示 。 拉 力 
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向 拉 作 、 丰 缩 与 前 急 


下 可 由 气体 压强 及 活塞 面积 求 得 
F=p#(D’—d)=0.6X10° XX(140’—14)X10™=9 139. 28(N) 


(2) 5 活塞 杆 的 轴 力 为 惟一 F 一 9 139. 28N， 活 塞 杆 的 正 应 力 为 


Fy_4Fy_ 4X9 139.28 
” A nd xXl4 X10 




















59. 4(MPa)<[o] 


所 以 强度 足够 。 

例 2.6 图 2.21(a) 所 示 为 某 冷 锋 机 的 曲柄 滑 块 机 构 。 锻 压 机 工作 时 ， 当 连 杆 接近 水 
平 位 置 时 锻压 力 最 大 为 F 二 3 780kN。 连 杆 的 模 截 面 为 矩形 ， 高 宽 之 比 h/b 二 1.4， 材 料 的 
许 用 应 力 [四 =90MPa。 试 设计 连 杆 横 截 面 的 尺寸 六 和 2。 


工作 r//N—pr de 
TFTT7 “ 
他 (b) 


图 2.21 某 冷 锋 机 的 曲柄 滑 块 机 构 


解 : (1) 计算 轴 力 。 锻 压 机 连 杆 位 于 水 平 位 置 时 ， 其 轴 力 最 大 ,为 
F\=F=3780(kN) 
(2) 选择 截面 尺寸 。 由 强度 条 件 得 


A> ES =3 780X10) 
过 [oj 90%x 10" 


连 杆 为 矩形 截面 ，A=bhs 上 且 h=1.45， 代 入 上 式 得 
1. 46:>42X 10% (mm)’ 
bE173(mm) 
h2=1.4X178=242. 2(mm) 

例 2.7 简易 旋 臂 式 吊车 如 图 2.22(a) 所 示 。 和 斜 杆 由 两 根 5 号 等 边 角 钢 组 成 ， 每 根 角 
钢 的 横 截面 面积 A 二 4. 80X10:mm?* ,a 二 30"; 水 平 横 杆 由 两 根 10 号 槽 钢 组 成 ， 每 根 槽 钢 
的 横 截 面 面 积 A 三 1.274X10:mm?*。 材 料 都 是 Q235 钢 ， 许 用 应 力 [oj=120MPa， 电 动 
葫芦 能 沿 水 平 槛 杆 移动 。 试 求 当 电动 葫芦 处 在 图 2. 22(a) 所 示 位 置 时， 吊车 的 最 大 起 重 
本 (两 杆 的 自重 不 计 ) 。 

解 : (1) 受 力 分 析 。 取 B 点 为 分 离 体 ， 在 不 计 杆 件 自重 及 连接 处 的 摩擦 时 ，B 点 受 力 
如 图 2. 22(b) 所 示 。 根 据 平衡 方程 























=42X10™(m)=42>010° (mm)’ 























(b) 


2.22 简易 旋 臂 式 吊 车 


SF,=0, Fvap—Fxgccosa=0 
ZF,=0, Fysinag—W=0 





Fu = 2W 
Fw 三 Foccosa 一 2Wcos30 一 1.73W 
(2) 确定 最 大 起 重量 。 各 杆 的 许可 轴 力 为 
Fns<2[o]A1=2X120X10° X4. 80X10: X10™=115. 2(kN) 
Fs<2[o]As=2X120X10: X12.74X10: X10-5=305. 8(kN) 
按 角 钢 的 强度 条 件 计算 最 大 起 重量 : 将 Fx 二 2W 代入 下 vc 二 115. 2kN 得 
W57. 6kN 
按 覃 钢 的 强度 条 件 计算 最 大 起 重量 : 将 Fx 二 1.73W 代入 sap305. 8kN 得 
W176. 8kN 
为 保证 两 杆 强度 均 足 够 ,应 取 W=57. 6kN。 





| 2. 6 轴 向 拉 伸 、 压 缩 时 的 应 变 能 


固体 受 外 力作 用 而 变形 。 在 变形 过 程 中 ， 外 力 所 做 的 功 将 转变 为 储存 于 固体 内 的 能 
量 。 当 外 力 逐 渐 减 小 时 ， 变 形 逐 渐 恢 复 ， 固 体 又 将 释放 出 储存 于 固体 内 的 能 量 而 做 功 。 辕 
体 在 外 力作 用 下 ， 因 变形 而 储存 的 能 量 称 为 应 变 能 Cstrain'energy) 。 

现在 讨论 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 的 应 变 能 。 设 
受 拉杆 件 上 端 固定 [图 2. 23(a)]， 作 用 于 下 端 
的 拉力 由 零 开始 缓慢 增加 。 拉 力 为 下 时 ， 杆 件 
的 伸 长 为 MX， 如 再 增加 一 个 dF， 杆 件 相 应 的 变 
形 增 量 为 d(A1)， 于 是 已 知 作用 于 杆 件 上 的 力 下 
因 位 移 d(A1)， 而 做 功 ， 且 所 做 的 功 为 

dW=Fd(Al) 

容易 看 出 ，dW 等 于 图 2.23(b) 中 阴影 部 
分 的 微 面积 。 拉 力 所 做 的 总 功 WW 应 为 一 系列 
微 面积 的 总 和 ， 它 等 于 F 一 Al 曲线 下 面 的 面 
积 . 即 
w= | Fdcap (2-16) 


在 应 力 小 于 比例 极限 的 范围 内 , 下 与 Al 的 关系 是 一 条 直线 ， 斜 直线 下 面 的 面积 是 一 
个 三 角形 ， 故 有 








(a) (b) 
2.23 ” 拉 伸 或 压缩 时 的 应 变 能 




















W= 半 FA 《2 于 7 

根据 功能 原理 ， 拉 力 所 做 的 功 应 等 于 杆 件 储存 的 能 量 ， 对 缓慢 增加 的 静 荷 载 ， 杆 件 的 
动能 并 无 明显 变化 。 金 属 杆 件 受 拉 虽 也 会 引起 热能 的 变化 ， 但 数量 甚 微 ， 可 省 略 不 计 。 这 
样 ， 就 可 认为 杆 件 内 只 储存 应 变 能 V.， 其 数量 就 等 于 拉力 所 做 的 功 。 线 弹性 范围 内 ， 外 力 
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做 的 功 等 于 杆 件 应 变 能 ， 即 
V.=W=BFAl 




















胡 克 定律 ，AL 一 大 ， 上 式 又 可 写成 

V. 一 W 一 去 FA 一 者 (2-18) 
应 变 能 的 单位 为 (焦耳) 。 
由 于 在 拉杆 的 各 横 截面 上 所 有 点 处 的 应 力 相同 ， 故 杆 的 单位 体积 内 所 储存 的 应 变 能 ， 
可 由 杆 的 应 变 能 V. 除 以 杆 的 体积 V 来 计算 。 这 种 单位 体积 内 的 应 变 能 ， 称 为 应 变 能 密度 ， 
用 表示 ， 于 是 





























L 
Al 
二 _ 198 
尽 一 六 一 A poe (2— 19a) 
利用 胡 克 定律 ，o 二 Ee， 上 式 又 可 写成 
oo a 
2 (2= 196) 
或 
了 二 下 (2-19c) 


应 变 能 密度 单位 为 J/m (焦耳 /六 )。 
例 2.8 简易 起 重 机 如 图 ?2. 24 所 示 。BD 杆 为 无 缝 钢管 ， 外 径 为 9omm， 壁 厚 为 
2.5mm， 杆 长 /二 3m， 弹 性 模 最 玉 二 210GPa，BC 是 一 条 横 截面 面积 为 172mm? 的 钢 索 ， 
弹性 模 量 二 177GPas 苦 不 考虑 立柱 的 变形 ， 试 求 B 点 的 垂直 位 移 ( 设 P=30kN) 。 
解 : 从 三 角形 BCD 中 解 出 BC 和 CD 的 长 度 分 别 为 
BC=1=2.20m, CD=1:55m 
算出 BC 和 BD 两 杆 的 横 截 面 面 积分 别 为 


Ai 一 2X172mn2 =344(mm)’， = 于 X (90:—85° )mnY =687(mm)’ 











由 BD 杆 的 平衡 方程 ， 求 得 钢 索 BC 的 拉力 为 
Fu=1.41P 











BD 杆 的 压力 为 
Fw=1.93P 图 2.24 简易 起 重 机 


把 简易 起 重 机 看 作 是 由 BC 和 BD 两 杆 组 成 的 简单 弹性 杆 系 ， 当 荷载 P 从 零 开始 缓慢 
地 作用 于 杆 系 上 时 ， 尸 与 也 点 的 垂直 位 移 $ 的 关系 也 与 图 2. 23(b) 一 样 ， 是 一 条 斜 直线 。 
P 所 完成 的 功 也 是 这 条 和 斜 直线 下 的 面积 。 即 
WwW= 二 PS 
P 所 完成 的 功 在 数值 上 应 等 于 杆 系 的 应 变 能 ， 即 等 于 BC 和 BD 两 杆 应 变 能 的 总 和 。 故 


Ll Fhl , Fhel_(1.41P)L , (1.93P)/ 
2 2EA! 2EA 2EA! 2EA 

















Po 

















6=4. 48X10-m 一 4. 48mm 
| 2. 7 轴 向 拉 伸 、 压 缩 时 的 超 静 定 问 题 


1. 超 静 定 问题 及 其 解法 

前 面 所 讨论 的 问题 ， 其 支 座 反 力 和 内 力 均 可 由 静 力 平衡 条 件 完全 确定 ， 这 类 问题 称 为 
静 定 问题 ， 如 图 2. 25(a) 所 示 。 在 某 些 情况 下 ， 作 用 于 研究 对 象 上 的 未 知 力 个 数 ， 多 于 静 
力 平衡 方程 的 数目 ， 这 时 就 不 能 单 赁 静 力 平衡 方程 来 求 出 未 知 力 ， 这 种 问题 称 为 超 静 定 问 
题 或 静 不 定 问题 ， 如 图 2. 25(b) 所 示 。 未 知 力 多 于 静 力 平衡 方程 的 数目 ， 称 为 超 静 定 的 次 
数 (degrees of statically indeterminate problem ) 。 如 图 2. 25(5) 所 示 的 杆 系 ， 节 点 的 静 力 
平衡 方程 为 两 个 ， 而 未 知 力 为 三 个 ， 所 以 是 一 次 超 静 定 问 题 。 

















(a) (b) (e) (d) 
图 2.25 “ 超 静 定 柏 架 

解 超 静 定 问题 ， 除 列 出 静 力 平衡 方程 外 ， 还 需要 找 出 足够 数目 的 补充 方程 。 这 些 补充 
方程 可 由 结构 变形 的 几何 关系 以 及 力 和 变形 间 的 物理 关系 来 建立 。 由 补充 方程 和 静 力 平衡 
方程 即 可 求 得 全 部 的 未 知 力 。 

下 面 通 过 例子 来 说 明 超 静 定 问题 的 解法 。 

例 2.9 试 求 图 2. 25(b) 所 示 杆 系 中 各 杆 的 轴 力 。 已 知 杆 1 和 杆 2 的 长 度 、 材 料及 横 
截面 面积 均 相 同 ， 即 20=2，A 一 人 ,已 = 已 ; 杆 3 的 长 设 为 5， 抗 拉 刚 度 为 EsAs，1、 
2 两 杆 与 3 杆 的 夹 角 均 为 a， 甚 挂 重 

解 : (1) 列 平衡 方程 。 取 节点 A 为 研究 对 象 ， 设 三 根 杆 的 轴 力 分 别 为 Fy、Fxs、Fx 
[图 2.25(c)]， 由 平 稀 方 程 2F,= 二 0，2F,==0 可 得 

















Fusina— Fnzsinag=0 (a) 

Fns+Fwcosat+Fncosa—W=0 (b) 

(2) 变形 几何 关系 。 由 图 2. 25(d) 可知 ， 由 于 结构 左右 对 称 ， 杆 1 和 杆 2 的 抗 拉 刚度 
相同 ， 所 以 节点 A 只 能 垂直 下 移 。 设 变形 后 各 杆 汇 交 于 A 点 , 则 AA' 二 Als; 由 A 点 作 


A 呈 的 垂 线 AD， 则 有 DA' 一 A0 。 在 小 变形 条 件 下 ，BA' A=*x， 于 是 变形 几何 关系 为 
Al 一 Al 一 Als cosa 
(3) 物理 关系 。 由 胡 克 定律 应 有 
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Fuh ,Fuh 
A pA Mh EAs 
(4) 补充 方程 。 将 物理 关系 式 代 入 几何 方程 中 ,得 到 补充 方程 
Fulh_ Fah Peloow 
BA EvAr MY® BAY? 
即 
Fu= -人 cosza (c) 
(5) 求解 各 杆 轴 力 。 联 立 求解 (a)、(b)、(c)， 可 得 
Fu=Fw Wieosg ， Fw= 
Es EsAs | 2cosz 1+2& Foss 
EAl FF Ed 用 


由 上 述 答案 可 见 ， 杆 的 轴 力 与 各 杆 间 的 刚度 比 有 关 一 般 说 来 ， 增 大 某 杆 的 抗 拉 ( 压 ) 
刚度 EA， 则 该 杆 的 轴 力 亦 相 应 增 大 。 这 是 超 静 定 问题 的 二 个 重要 特点 ， 而 静 定 结构 的 内 
力 与 其 刚度 无 关 。 

2， 装配 应 力 (Tnitial Stresses) 


所 有 构件 在 制造 中 都 会 有 一 些 误差 ,这 种 误差 ， 在 静 定 结构 中 不 会 引起 任何 内 力 ， 而 
在 超 静 定 结构 5 下 则 不 然 。 如 图 2. 26 所 示 的 三 杆 析 架 结构 “车 杆 3 制造 时 短 了 3， 为 了 能 ， 
三 根 杆 装配 在 一 起 ， 必 须 将 杆 3 拉 长 ， 杆 1 和 杆 2 压 短 ,这 种 强行 装配 会 在 杆 3 中 产生 拉 
应 力 ， 而 在 杆 1 和 杆 2 中 产生 奈 应 力 。 如 误差 6 较 大 ,这 种 应 力 会 达到 很 大 的 数值 。 这 种 
由 于 装配 而 引起 杆 内 产生 的 应 力 ， 称 为 装配 应 办 、 装 配 应 力 是 在 荷载 作用 前 结构 中 已 经 具 
有 的 应 力 ， 因 而 是 二 种 初 应 力 。 

在 工程 结构 中 ， 装 配 应 力 的 存在 有 时 是 不 利 的 ， 应 予 
以 避免 ;但 有 时 我 们 也 有 意识 地 利用 它 ， 比 如 机 械 制 造 中 
的 紧密 配合 和 土木 结构 中 的 预 应 力 钢筋 混凝土 等 。 

例 2.10 吊桥 链条 的 一 节 由 三 根 长 为 ! 的 钢 杆 组 成 ， 
如 图 2. 27 所 示 。 若 三 杆 的 横 截 面 面 积 、 材 料 均 相同 ， 下 一 
200GPa， 中 间 钢 杆 略 短 于 名 义 长 度 ， 且 加 工 误 差 为 6= 

















有 
F000” 试 求 各 杆 的 装配 应 力 。 图 2.26 ”制造 误差 引起 装配 应 力 








图 2.27 吊桥 链条 受 力 图 
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解 : 如 不 计 两 端 连 螺栓 的 变形 ， 可 将 链条 的 一 节 简 化 成 如 图 2. 27(b) 所 示 的 超 静 定 结 
构 。 当 把 较 短 的 中 间 杆 与 两 侧 杆 一 同 固定 于 两 端的 钢 体 时 ， 中 间 杆 将 受到 拉 伸 ， 而 两 侧 杆 
将 受到 压缩 。 最 后 在 虚线 位 置 上 ， 三 杆 的 变形 相互 协调 。 设 两 侧 杆 的 轴 向 压力 为 Fu ， 中 
间 杆 的 轴 向 拉力 为 Fx 。 平 衡 方程 应 为 
Fe 一 2FN 一 0 (a) 
若 两 侧 杆 的 缩短 为 Al1， 中 间 杆 的 伸 长 为 Als， 则 ALi 与 Als 的 绝对 值 之 和 应 等 于 

6,， 即 























An 十 Al 60-2405 (b) 
由 胡 克 定律 ， 得 
Al= 人 BS.， AL= 人 OE 
代入 (b) 式 , 得 
Fu 二 Fe 一 二 
由 (a) 、(c) 两 式 解 得 
_EA- _EA 
Pu —6 000' Fe ™3 000 
于 是 两 侧 杆 和 中 间 杆 的 装配 应 力 分 别 为 
SR E 
pr 4 一 1 000 二 33. 3(MPa) 
DE . 
到 一 -年 一 000 云 66`XMPa) 


3. 温度 应 力 (Temperature Stresses) 

在 工程 实际 中 ; 杆 件 遇 到 温度 的 变化 ,其 尺寸 将 有 微小 的 变化 。 当 温度 升 高 (降低 
AT 时 ， 杆 件 伸 长 (缩短 )AL 为 

Al=alAT 《2 一 20) 

在 静 定 结构 中 ， 由 于 杆 件 能 自由 变形 ， 整 个 结构 均匀 的 温度 变化 不 会 在 杆 内 产生 应 
力 。 但 在 超 静 定 结构 中 ,由 于 杆 件 受到 相互 制约 而 不 能 自由 变形 , 温度 变化 将 使 其 内 部 产 
生 应 力 。 这 种 因 温度 变化 而 引起 的 杆 内 应 力 ， 称 为 温度 应 力 。 温 度 应 力也 是 一 种 初 应 力 ， 
对 于 两 端 固 定 的 杆 件 ， 当 温度 升 高 (降低 )AT 时， 杆 内 引起 的 温度 应 力 为 

0 一 EaAT (2=21) 
式 中 , 巨 为 材料 的 弹性 模 量 ，wx 为 材料 的 线 膨胀 系数 。 

比如 ， 某 材料 的 弹性 模 量 正二 200GPa， 线 膨胀 系数 =12.5X10“1/C， 当 温度 升 高 
AT 一 70C 时 ， 杆 内 的 温度 应 力 为 
o=EaAT=200X10’ X12.5X10™ X70=175(MPa) 

可 见 温度 应 力 的 影响 是 不 容 忽 视 的 。 在 工程 上 常 采取 一 些 措 施 来 降低 或 消除 温度 应 
力 。 例 如 ， 在 蒸汽 管道 中 设置 伸缩 节 ， 在 铁道 两 段 钢轨 间 预 先 留 有 适当 空隙 .在 钢 桥 机 架 
一 端 采用 活动 铵 链 支 座 等 ， 都 是 为 了 避免 产生 过 大 的 温度 应 力 而 采取 的 措施 。 
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| 2. 8 应 力 集中 的 概念 














等 截面 直 杆 受 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 ， 距 杆 端 稍 远 处 横 截 面 上 的 正 应 力 是 均匀 分 布 的 。 但 
于 工程 实际 需要 ， 有 些 杆 件 必须 切 槽 、 开 孔 或 制 成 阶梯 状 等 ， 以 致 在 这 些 部 位 上 截面 尺寸 发 
生 突然 变化 。 实 验 和 理论 分 析 都 表明 ,在 
这 些 突变 处 横 截 面 上 的 应 力 并 不 是 均匀 分 
布 的 。 如 图 2. 28 所 示 开 有 圆 孔 的 板 条 ， 在 


轴 向 拉 伸 时 ， 和 孔 边 的 应 力 比 离 孔 稍 远 处 的 有 
应 力 大 得 多 。 这 种 由 于 截面 尺寸 的 突变 而 从 
产生 的 应 力 局 部 又 增 的 现象 ， 称 为 应 力 集 

F F 








F F 























Wn 


2.28 应 力 集中 现象 


中 (stress concentrations) 。 工 程 上 以 应 力 集 
中 系数 (stress-concentration factor) K 来 描 
述 应 力 集中 的 程度 ， 它 是 应 力 集中 处 的 最 
大 应 力 和 同一 截面 上 的 平均 应 力 之 比 ， 即 





KR (2-22) 


K 是 一 个 大 于 1 的 系数 。 大 量 分 析 表 明 ， 构 件 的 截面 尺寸 改变 得 越 急剧 ， 切 口 尖 角 越 
小 ， 应 力 集中 的 程度 就 越 严重 ， 

各 种 材料 对 应 力 集中 的 敏感 程度 并 不 相同 。 低 碳 钢 等 塑性 材料 因 有 届 服 阶段 存在 ， 当 
局 部 的 最 大 应 力 ox 到 达 届 服 极限 时 ,该 处 材料 首先 届 服 ，o。、 暂 时 不 再 增加 。 当 外 力 继续 
增加 时 ， 处 在 弹性 阶段 的 其 他 部 分 的 应 力 继续 增长 ， 直 至 整个 截面 上 的 应 力 都 达到 屈服 极 
限时 才 达 到 了 了 杆 的 极限 状态 ， 即 材料 的 塑性 具有 缓和 应 力 集中 的 作用 。 因 此 在 静 荷 载 作 用 
下 ， 应 力 集中 对 塑性 材料 构件 承载 能 力 的 影响 不 大 ; 但 对 脆性 材料 ， 因 它 没 有 届 服 阶段 ， 
当 应 力 集中 处 的 最 大 应 力 ow 达到 mw 时 ， 杆 件 就 会 在 该 处 首先 开裂 ， 所 以 应 力 集中 使 脆性 
材料 构件 的 承载 能 力 大 为 降低 。 但 铸铁 等 类 组 织 不 均匀 的 脆性 材料 ， 因 其 内 部 本 身 就 存在 
严重 的 应 力 集中 ， 故 由 截面 尺寸 急剧 改变 而 引起 的 应 力 集中 对 强度 的 影响 并 不 敏感 。 

对 于 在 冲击 荷载 或 周期 性 变化 的 交 变 应 力作 用 下 的 构件 ， 应 力 集中 对 各 种 材料 的 强度 
都 有 较 大 的 影响 。 




















| 2. 9 连接 件 的 实用 强度 计算 








[ 程 上 常用 螺栓 、 钾 钉 、 键 、 销 钉 等 连接 构件 ， 将 构件 连接 起 来 ， 以 实现 力 和 运动 的 
传递 。 当 结构 工作 时 ， 连 接 件 将 发 生 剪 切 变形 ， 如 图 2. 29 所 示 。 若 外 力 过 大 ， 连 接 件 会 
沿 剪 切面 被 剪断 ， 使 连接 破坏 。 

在 连接 件 发 生 剪 切 变形 的 同时 ， 连 接 件 和 被 连接 件 的 接触 面 将 相互 压 紧 ， 这 种 现象 称 
为 挤 压 现象 ， 其 接触 面 叫 挤 压 面 。 当 挤 压力 过 大 时 ， 连 接 件 或 被 连接 件 在 接触 的 局 部 范围 
内 将 产生 塑性 变形 ， 甚 至 被 压 溃 ， 造 成 连接 松动 ， 如 图 2. 30 所 示 。 




















前 切面 





(a) (b) 


图 2.29 受 剪 构 件 

为 了 保证 连接 件 不 发 生 剪 切 破坏 ， 结 构 不 发 生 挤 
压 破 坏 ， 必 须 对 其 进行 剪 切 和 挤 压 强度 计算 。 

1. 前 切实 用 强 疫 计算 


现 以 图 2.31(a) 所 示 的 螺栓 连接 为 例 进行 分 析 。 螺 
栓 的 受 为 如 图 2. 31(b) 所 示 。 为 分 析 螺 栓 在 前 切面 上 的 
强度 ， 沿 前 切面 m-m 截 开 并 取 任 一 部 分 为 研究 对 象 ， 
如 图 2.31(c) 所 示 。 由 平衡 条 件 可 知 ， 两 个 截面 上 必 有 
与 截面 相 切 的 内 力 Fy- 且 Fs 二 下，Fs 称 为 前 力 (shearing 
force) 。 相 应 地 , .截面 上 上 必 有 切 应 力 (shearing stress) 。 











[和 \ 
KE 











图 2.31 螺栓 连接 受 力 情况 


切 应 力 在 剪 切 面 上 的 分 布 情况 比较 复杂 ， 如 图 2. 31(d) 所 示 , 为 了 计算 简便 ,工程 中 
通常 采用 以 试验 、 经 验 为 基础 的 实用 计算 ， 即 近似 地 认为 切 应 力 在 剪 切面 上 均匀 分 布 ， 于 
是 有 

















_F _ 
tA (2-23) 


式 中 ，r 为 切 应 力 ; Fs 为 前 切面 上 的 剪 力 ; A 为 前 切面 面积 (area in shear) 。 
要 保证 连接 件 不 发 生 剪 切 破 坏 ， 切 应 力 + 不 应 超过 材料 的 许 用 切 应 力 (allowable 
shearing stress of a material) [rz]， 所 以 剪 切 强度 条 件 为 


二 全 < 上 (2—24) 


[rj 由 材料 的 剪 切 极限 应 力 (ultimate shearing stress)r, 除 以 安全 系数 (factor of safety)n 
得 出 。 根 据 剪 切 强 度 条 件 便 可 进行 强度 计算 。 
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8 琴 2 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 前 切 





例 2.11 图 2.32(a) 为 拖拉 机 挂钩 , 已 知 牵 引力 F==15kN， 挂钩 的 厚度 为 6=8mm， 
被 连接 的 板 件 厚 度 为 1. 5 二 12mm， 插销 的 材料 为 20 号 钢 ， 材 料 的 许 用 切 应 力 为 [可 一 
30MPa， 直 径 4 二 20mm。 试 校 核 插 销 的 剪 切 强度 。 














2.32 拖拉 机 挂钩 


解 : 插销 受 力 如 图 2. 32(b) 所 示 。 根 据 受 力 情况 ,插销 中 段 相对 于 上 、 下 两 段 ， 沿 mm 一 
识 、n 一 n 两 个 面向 右 错 动 。 所 以 有 两 个 剪 切 面 ， 成 为 双 剪 切 由 平衡 方程 可 求 得 剪 力 


及 二 全 
插销 横 截 面 上 的 切 应 力 为 
/3 92610(Pa) 一 23. 9(MPa)<[r] 
X20: X10 
故 插销 的 剪 切 强度 足够 。 


例 2.12 已 知 钢板 的 厚度 为 $ 一 10mm， 
其 剪 切 极限 为 t= 二 300MPa。 用 溃 床 将 钢板 冲 
出 直径 为 4 二 25mm 的 也 ， 如 图 2. 33 所 示 ， 
问 需 要 多 大 的 冲 前 为 7 

解 : 前 切面 是 钢板 内 被 冲 头 冲 出 的 圆 饼 
体 的 圆柱 形 侧面 ， 如 图 2. 33(b) 所 示 。 其 面 
积 为 
A=ndd=xX25X10X10™=785X10™(m?) 图 2.33 钢板 冲 孔 

冲 孔 所 需 的 冲 前 力 应 为 

F>Ar,=785X10-° X300X10=236X10:(N)=236(kN) 

2, 挤 压 实用 强度 计算 


挤 压 面 上 的 压力 称 为 挤 压 力 (bearing force)， 用 五. 表示 。 挤 压 面 上 的 压强 称 为 挤 奈 应 

力 (bearing stress)， 用 .表示 。 挤 压 应 力 在 挤 压 面 上 的 分 布 较 复 杂 ， 在 实用 计算 中 假定 挤 
压 面 上 的 挤 奈 应力 均匀 分 布 ， 其 强度 条 件 为 

和 = 外 <[ou] (2-25) 

式 中 ，Ai 为 挤 压 面 面 积 (area in bearing)， 其 计算 视 接触 面 的 情况 而 定 。 当 连接 件 与 

被 连接 件 的 接触 面 为 平面 时 ， 如 图 2. 34(a) 所 示 的 连接 件 为 键 ， 挤 压 面 即 为 接触 面 ，Av 一 


hl/2。 当 连接 件 与 被 连接 件 的 接触 面 为 圆柱 面 时 ， 如 图 2. 34(b) 所 示 螺 栓 、 钾 钉 、 销 钉 等 ， 
挤 压 应力 的 分 布 大 致 如 图 2. 34(c) 所 示 ， 中 点 的 挤 压 应 力 值 最 大 。 若 以 圆柱 面 的 正 投影 面 
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(a) 



































本 诈 刀 字 





积 人 一 /hod [图 2.34(d)] 去 除 挤 压力 ， 则 所 得 应 力 与 圆柱 接触 面 上 的 实际 最 大 应 力 值 大 
致 相等 ， 故 挤 压 面 面 积 按 Au 三 Pd 计算 ， 称 为 名 义 挤 压 面积 。[m.] 为 材料 的 许 用 挤 压 应 
力 (allowable bearing stress) ， 其 数值 由 试验 结果 计算 确定 。 























(a) (b) (c) (d) 
图 2.34 挤 压 面 及 其 分 布 
必须 注意 ， 如 果 连 接 件 和 被 连接 件 的 材料 不 同 ， 应 对 材料 的 许 用 应 力 较 低 者 进行 挤 压 
强度 计算 。 下 面 以 例题 说 明 具体 计算 方法 。 
例 2. 13 齿轮 与 轴 用 平 键 连接 :如 图 2. 35( 弘 所 示 ， 已 知 轴 的 直径 4 一 50mm， 键 的 
尺寸 为 0XAX 一 20mmX 关 12mmX100mm， 传 递 的 力矩 M 二 1000N，m， 键 和 轴 的 材料 为 


45 号 钢 ， 其 [可 =60MPa，[o 王 100MPa 二 齿轮 材料 为 铸铁 ， 其 [oa 一 53MPa。 试 校 
核 键 连 接 的 强度 。 





挤 压 面 
(a) (b) (人 


图 2.35 轮 和 轴 的 键 连接 受 力 情况 


解 (1) 计算 键 所 受 的 外 力 下 。 取 轴 和 键 为 研究 对 象 ， 其 受 力 如 图 2. 35(b) 所 示 ， 根 
据 对 轴 心 的 力矩 平衡 方程 





d 


EMo(F)=0, FX5$—M=0 


可 得 
_2M_2X1000 
d 50X10™ 
(2) 校 核 键 的 抗 剪 强度 。 键 的 剪 切面 积 A 二 20X100mny 二 2 000mm: ， 剪 力 Fs 二 == 
40kN， 所 以 





Bm 一 40(kN) 


_Fs_ 40X10 _ 
A2000xX10* 20MPa)<[r] 


故 剪 切 强度 足够 。 
(3) 校 核 键 的 挤 压 
12 





积 At 一 分 X/ 一 坚 x100= 


2 


2 玉 。 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 前 切 


度 。 如 图 2. 35(c) 所 示 ， 键 所 受 的 挤 压力 Fi 二 下 二 40kN， 挤 压 面 








600(mmy )， 由 于 齿轮 材料 的 许 用 挤 压 应 力 较 低 ， 因 此 只 需 对 齿 





轮 的 轮 载 进行 挤 压 强度 校 核 。 


Obs 


Fs 40X10 _ 
-A600XI0 66. 7(MPa)>[o, J: 


故 齿 轮 的 挤 压 强度 不 够 ， 而 键 和 轴 的 挤 压 强度 足够 。 

例 2.14 图 2. 36(a) 为 一 锦 钉 连接 钢板 。 钢 板 和 锦 钉 的 材料 相同 ， 许 用 拉 应 力 [oj 二 
160MPa， 许 用 切 应 力 [rz]= 140MPa， 许 用 挤 压 应 力 [ou]=320MPa。 锦 钉 直 径 4 二 
16mm， 钢 板 厚 度 6 二 10mm， 钢 板 宽度 4 二 90mm。 当 钢板 承受 拉力 F 王 110kN 时 ， 试 校 核 

















连接 的 强度 。 
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图 2.36 锦 钉 连接 的 受 力 情况 


解 : 实际 的 锦 钉 连接 常常 是 由 若干 个 锦 钉 组 成 的 。 当 各 锦 钉 直径 相等 ， 材 料 相同 ， 且 
排列 与 荷载 作用 线 成 对 称 时 ， 如 图 2. 36( 沁 所 示 ， 可 以 假设 每 个 锦 钉 所 受 的 力 相 等 。 本 例 


中 每 个 锦 钉 所 受 的 力 均 为 F/4。 
(1) 校 核 锣 钉 的 剪 切 强度 


Fs 





F/4 110X10 














A 
故 锦 钉 满足 剪 切 强度 要 求 。 


Fi 


RTX16X105 一 136.8(MPa<[o 


(2) 校 核 锦 钉 的 挤 压强 度 


F/4 110x10 











eA 
故 锦 钉 满足 挤 压强 度 要 求 。 














dd 1X16XI0XI0™ 172(MPa) <[o,.] 


(3) 校 核 主板 的 拉 伸 强度 。 取 上 主板 为 研究 对 象 ， 画 出 其 受 力图 及 相应 的 轴 力 图 ， 如 
图 2. 36(b) 所 示 。 由 受 力 图 及 轴 力 图 可 知 : 1 -1 截面 上 轴 力 最 大 ，2 -2 截面 上 轴 力 较 大 ， 
而 且 截 面前 弱 最 严重 ， 所 以 应 对 这 两 个 截面 进行 拉 伸 强度 校 核 。 这 时 计算 出 的 mn、o- 























的 为 名 义 拉 伸 正 应 力 。 





Fy 110X10 

















截面 1-1 处 
Fu 
oil A 

截面 2- 2 处 


(b—d)8 (90—16)X10X10™ 149CMPa)<[o] 





Fa 


Fe 82. 5X10 
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故 3 





E 板 满足 拉 伸 强度 
整个 连接 结构 安 


1， 轴 力 及 轴 力 
轴 向 拉 伸 (压缩 ) 
合力 作用 线 也 必 与 杆 
杆 件 各 部 分 横 截 面 上 
力图 。 轴 力 与 横 截 面 





A: 


图 


142(MPa)<[o] 


全 。 


(90—2X16)X10X10™ 


疆 


小 红 


的 杆 件 ， 由 于 外 力 或 外 力 的 合力 作用 线 与 杆 件 轴线 重合 ， 因 而 内 力 的 
件 轴线 重合 ， 这 样 的 内 力 称 为 轴 力 。 当 杆 件 受 多 个 轴 向 外 力作 用 时 ， 
的 轴 力 不 尽 相同 。 为 了 表明 轴 力 随 横 截面 位 置 变化 的 情况 ， 可 绘制 轴 
位 置 关系 的 图 线 ， 称 为 轴 力 图 。 





2. 拉 伸 、 压 缩 时 的 应 力 


横 截面 上 只 有 正 


正 应 力 的 正 负 符号 ， 
斜 截 面 上 的 应 力 





3. 拉 伸 、 压 缩 B 


(2) 横向 变形 :Ad 一 
(3) 泊 松 比 尖 ss 和 * 


1 
€ 


/ 
| 


人 € € 
(4) 胡 克 定律 : 
就 是 轴 向 拉 伸 或 压缩 
轴 向 拉 伸 或 压缩 


4. 拉 伸 、 
材料 的 力学 性 能 
是 通过 实验 进行 研究 
5. 拉 伸 、 压 缩 国 
使 材料 丧失 正常 


是 : 








是 
许 














应 力 , 即 [oj= 


为 了 确保 杆 件 在 
应 力 ， 即 cs 和 [co]， 





压缩 时 


届 服 极限 o.( 或 名 义 


Ny 


应 力 ， 且 为 均匀 分 布 的 。 横 截面 上 正 应 力 的 计算 公 公式 为 o 一 全 
一 般 规 定 : 拉 应 力 为 正人 压 应 力 为 负 。 
为 


关于 


0 ocos’a 


tT, =ocosasina 


的 变形 
(1) 纵向 变形 :A 


HLA= 人 YL 
/= t= 


Ad 


di—d, d= 


"分别 为 轴 向 受 力 杆 的 纵向 线 应 变 和 横向 线 应 变 ， 则 材料 的 泊 松 比 
。 对 同 种 材料 ， 泊 松 比 是 一 个 常数 。 


当 正 应 力 不 超 过 比例 极限 时 ， 正 应 力 与 线 应 变 成 正比 ， 即 = Ee， 
时 的 胡 克 定律 。 


村 轴 向 变形 公式 为 A/ 一 


材料 的 力学 性 能 

主要 是 指 材料 在 外 力作 用 下 ， 在 强度 和 变形 方面 表现 出 来 的 性 质 ， 它 
的 。 低 碳 钢 和 铸铁 是 工程 中 广泛 使 用 的 两 种 材料 。 

的 强度 计算 

- 作 能 力 的 应 力 称 为 极限 应 力 。 塑 性 材料 和 脆性 材料 的 极限 应 力 分 别 
届 服 极限 os) 和 强度 极限 mw 。 极 限 应 力 除 以 安全 系数 ， 称 为 材料 的 


分 ， 它 是 工程 计算 中 材料 允许 承受 的 最 大 应 力 。 


工作 中 有 足够 的 强度 ， 要 求 杆 内 的 最 大 工作 应 力 不 得 超过 材料 的 讲 
这 就 是 强度 条 件 。 利 用 这 个 条 件 可 以 解决 三 方面 问题 : 四 校 核 强 


法 


天 ,这 是 胡 克 定律 的 男 一 种 表达 形式 








0 





F 用 
度 ; 








累 2 夏 。 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 剪 切 





加 确定 荷载 ， 回 设计 截面 尺寸。 

6, 应变 能 

固体 受 外 力作 用 而 变形 。 在 变形 过 程 中 ， 外 力 所 做 的 功 将 转变 为 储存 于 固体 内 的 能 
hand 变形 逐渐 恢复 ， 固 体 又 将 释放 出 储存 于 固体 内 的 能 量 而 做 功 。 回 
i waht nt ao 轴 向 拉 伸 、 压 缩 时 ， 杆 的 应 变 能 为 
V.= 帮 后. 应 变 能 密度 为 w 一 十 ee, 或 w 一 系 , 或 w= 芭 . 

7. 拉 伸 、 压 缩 时 超 静 定 问题 

当 未 知 力 的 数目 多 于 独立 平衡 方程 的 数目 时 ， 仅 仅 根据 平衡 方程 是 不 能 确定 全 部 未 知 
力 的 ， 称 这 类 问题 为 超 静 定 问题 。 求 解 超 静 定 问题 的 关键 在 于 建立 数目 与 超 静 定 次 数 相等 
的 补充 方程 ， 而 要 建立 补充 方程 ， 必 须 研究 杆 系 变形 的 几何 关系 ,建立 起 变形 协调 关系 
求解 超 静 定 问题 的 步骤 为 ， 

(1) 根据 静 力学 知识 ， 建 立 静 力学 平衡 方程 ; 

(2) 分 析 杆 系 的 几何 变形 关系 ， 建 立 变形 协调 关系 

(3) 使 用 物理 关系 ( 即 变形 公式 ) 将 变形 协调 关系 转 为 补充 方程 ; 

(4) 联 立 静 力学 平衡 方程 和 补充 方程 ， 求 解 金 部 未 知 力 。 

装配 应 力 ， 因 强行 装配 而 引起 的 杆 件 内 的 应 力 ， 称 为 装配 应 力 。 

温度 应 力 ， 因 温度 变化 而 引起 的 标 件 内 的 应 力 ， 称 为 温度 应 力 。 

8， 应 力 集中 的 概念 

因 构 件 外 形 突然 变化 ， 而 引起 局 部 应 力 急剧 增 大 的 现象 - 称 为 应 力 集中 。 

9. 连接 件 的 实用 强度 计算 

(1) 剪 切 的 实用 计算 : 剪 切面 上 的 内 力 因 其 作用 线 位 于 剪 切 面 上 ， 故 称 之 为 剪 力 。 六 
We 即 假设 切 应 力 在 剪 切面 上 是 
均匀 分 布 的 。 前 应 力 计算 公式 为 * 一 在。 为 了 保证 连接 件 不 被 剪 切 破 坏 ， 要 求 最 大 前 应 力 


不 得 超过 材料 的 许 用 应 力 ， 即 cl 这 就 是 剪 切 强度 条 件 。 

(2) 挤 压 的 实用 计算 。 引 起 挤 压 的 压力 称 为 挤 压力 ， 挤 压力 是 连接 件 与 被 连接 件 之 上 
的 相互 作用 力 ， 在 性 质 上 属于 外 力 ， 习惯 上 把 挤 压 面 上 的 压强 称 为 挤 压 应 力 。 考 虑 到 挤 
应 力 在 挤 压 面 上 分 布 的 复杂 性 ， 因 此 在 工程 中 通常 采用 实用 计算 ， 即 取 实 际 挤 压 面 在 垂 ] 
Be 并 假设 挤 奈 应 力 在 名 义 挤 压 面 上 是 


匀 分 布 的 。 挤 压 应 力 计算 公式 为 mw 一 全 为 了 保证 连接 件 不 被 挤 压 破坏 ， 要 求 最 大 挤 
应 力 不 得 超过 材料 的 许 用 挤 压 应 力 ， 即 os 硅 [ow.]， 这 就 是 挤 压 强度 条 件 。 





































































































每 器 疝 二 
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思 考 题 





2.1 两 根 长 度 、 横 截面 面积 相同 ， 但 材料 不 同 的 等 截面 直 杆 。 当 它们 所 受 轴 力 相等 
时 ， 试 说 明 : (1) 两 杆 横 截面 上 的 应 力 是 否 相等 ? (2) 两 杆 的 强度 是 否 相同 ? (3) 两 杆 的 总 
变形 是 否 相 等 ? 
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2.2 钢 的 弹性 模 量 下 = 王 200GPa， 铜 的 弹性 模 量 E==74GPa。 


试 比较 : 在 应 力 相同 的 


情况 下 ， 哪 种 材料 的 应 变 大 ? 在 相同 应 变 的 情况 下 ， 哪 种 材料 的 应 力 大 ? 


2.3 拉 伸 时 
轴线 成 45 的 方向 
2.4 什么 是 
2.5 胡 克 定 
2.6 一 根 钢筋 试 样 ， 其 弹性 模 量 为 下 一 210GPa， 比 例 极 限 

















塑性 材料 呈 杯 口 状 断口 ， 脆 性 材料 沿 横 截 面 断裂 ， 压 缩 时 脆性 材料 沿 与 
斜 截面 上 的 应 力 情况 分 析 说 明 断 裂 现象 的 原因 。 

许 用 应 力 ? 什么 是 强度 条 件 ? 应 用 强度 条 件 可 以 解决 哪些 方面 的 问题 ? 
律 有 哪 两 种 表达 方式 ?在 什么 条 件 下 适用 ? 截面 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 是 什么 ? 


为 oo 二 210MPa， 在 轴 向 





拉力 下 作用 下 ， 纵 向 线 应 变 为 e 二 0.001。 试 求 钢筋 模 截面 上 的 
下 ， 使 试 样 的 纵向 
律 确定 ， 为 什么 ? 








2.7 在 受 力 物体 内 某 点 处 ， 若 测 得 x 和 > 两 方向 均 有 线 应 变 ， 试 问 在 x 和 
上 是 否 一 定 没有 J 


上 是 否 一 定 有 J 





E 应 力 ? 若 仅 测 得 x 方向 有 线 应 变 ， 试问 > 方向 


E 应 力 。 若 加 大 轴 向 拉力 


线 应 变 增加 到 se 一 0. 01。 试 问 此 时 钢筋 横 截 面 上 的 正 应 力 能 和 否 由 胡 克 定 


y 两 方向 
E 应 力 ? 车 


测 得 x 和 > 两 方向 均 没 有 线 应 变 , 试问 在 x 和 yy 两 方向 上 是 否 一 定 没有 正 应 力 ? 为 什么 ? 





2.8 三 根 试 件 的 尺寸 相同 ,但 材料 不 同 ， 其 oc-s 曲线 如 图 
材料 强度 高 ， 哪 一 种 材料 的 弹性 模 量 大 ， 哪 一 种 材料 的 塑性 好 。 


2.9 试 分 析 图 2. 38 中 钉 盖 的 受 剪 面 和 挤 压 面 、 并 写 出 受 剪 面 和 挤 压 面 的 面积 。 





, 外 症 | 
0 |, 


图 2.37 思考 题 2.8 图 


习 题 


2.1 用 截面 





i 法 求 如 图 2. 39 所 示 各 杆 指定 截面 的 轴 力 。 
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37 所 示 。 试 说 明 哪 一 种 





是 


图 2.38 思考 题 2.9 图 








图 2.39 习题 2.1 图 


5 瑚 2 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 前 切 





2.2 试 画 出 如 图 2. 40 所 示 各 杆 的 轴 力 图 。 





20kN 20kN 
e 
2F 4F 4kN SkN 6kN 20kN 


一 [一 ES i 下 下 
(b) (9 
图 2.40 习题 2.2 图 
2.3 在 圆 钢 杆 上 铣 去 一 槽 ， 如 图 2. 41 所 示 。 已 知 钢 杆 受 拉力 F 二 20kN 作用 ， 钢 杆 
直径 4 一 20mm。 试 求 1-1 和 2-2 截面 上 的 应 力 ( 铣 去 槽 的 面积 可 近似 看 成 矩形 ， 暂 不 考 


虑 应 力 集中 ) 。 
2.4 直径 为 10mm 的 圆 杆 ， 受 拉力 下 一 10kN 作用 ， 如 图 2. 42 所 示 。 试 求 杆 内 最 大 


切 应 力 ， 并 求 与 模 截 面 的 夹 角 为 9 一 30 的 斜 截面 上 的 正 应 力 及 切 应 力 。 


2 1 
, ,HT 汪 式 一 一 
一 一 -| (一 上 一 上 F F 
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2 Li 






































I » 
图 2.41 习题 2.3 图 图 2.42 习题 2.4 图 
2.5 如 图 2.43 所 示 结 构 中 ，AB: 为 刚性 杆 ，CD 为 圆 形 截面 木 杆 ， 其 直径 为 4 二 
120mm， 力 F 二 8kN。 试 求 CD 杆 的 应 力 。 
2.6 在 如 图 2. 44 所 示 结 构 中 ， 所 有 杆 件 都 是 钢 制 的 * 横 截 面 面 积 均 为 A==3X10™ 
m*， 力 F 王 100kN。 试 求 各 杆 的 应 力 。 





D 
图 2.43 习题 2.5 图 图 2.44 习题 2.6 图 
2.7 变 截 面 直 杆 如 图 2. 45 所 示 ， 图 示 尺 寸 单位 : mm。 已 知 横 截 面 面 积分 别 为 Al 一 
8cm* ，As 二 6cm* ， 弹 性 模 量 为 下 一 200GPa。 试 求 杆 的 总 变形 AL。 
2.8 如 图 2. 46 所 示 结 构 中 ，AB 杆 为 圆 截 面 钢 杆 ， 其 直径 4 二 12mm， 在 竖 直 力 下 作 
下 ， 测 得 AB 杆 的 轴 向 线 应 变 e 二 0.000 2。 已 知 钢材 的 弹性 模 量 下 一 200GPa， 试 求 力 下 的 大 小 。 
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图 2.45 习题 2.7 图 图 2.46 习题 2.8 图 
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2.9 如 图 2.47 所 示 的 厂房 柱子 ， 受 到 屋顶 作用 的 荷载 已 一 120kN， 起重机 作用 的 荷 
载 二 100kN，, 柱子 的 弹性 模 量 玉 二 18GPa, 4 二 3m,， 4, 二 7m， 横 截面 面积 Al= 二 4X 
10imnY ，As 二 6X10t+mm?。 试 绘制 其 轴 力 图 ， 并 求 :(1) 各 段 横 截 面 上 的 应 力 ，(2) 最 大 
切 应 力 ; (3) 柱 子 的 总 变形 AL。 
2.10 一 板 状 试 件 如 图 2. 48 所 示 ， 在 其 表面 贴 上 纵向 和 横向 的 电阻 应 变 片 来 测定 斌 
件 的 应 变 。 已 知 h=4mm， 4 二 30mm， 当 施加 3KN 的 拉力 时 ， 测 得 试 件 的 纵向 线 应 变 @ = 
120X10-， 横 向 线 应 变 e! 二 120X10-。 求 试 件 材 料 的 弹性 模 量 已 和 泊 松 比 yx。 


















- 4 


应 变 片 





图 2.47 习题 2.9 图 图 2.48 习题 2.10 图 

2.11 一 根 直径 d= 二 10mm 的 圆 截 面 直 杆 ， 在 轴 向 拉力 F 二 14kN 作用 下 ， 直 径 减 小 了 
0.0025mm。 已 知 材料 的 弹性 模 量 EE 二 200GPa， 试 求 材料 的 横向 变形 系数 y。 

2. 12 一 木 桩 受 力 如 图 2.49" 所 示 ， 木 桩 的 横 截 面 为 边 长 a 二 200mm 的 正方 形 ， 材 料 
可 认为 符合 胡 克 定律 ， 其 弹性 模 量 = 二 10GPa， 如 不 计 木 桩 自重 ， 试 绘制 木 桩 的 轴 力 图 。 
并 求 : (1) 各 段 柱 横 截 面 上 的 应 力 ; (2) 各 段 柱 的 纵向 线 应 变 ; (3) 柱 的 变形 。 

2.13 如 图 .2.50 所 示 实 心 圆 钢 杆 AB- 和 AC 在 A 点 以 铵 链 相 连接 ,在 A 点 作用 有 铅 
垂 向 下 的 力 下 反 35kN。 已 知 杆 AB 和 AC 的 直径 分 别 为 di 二 12mm，d; 二 15mm， 钢 的 弹 
性 模 量 二 210GPa。 试 求 A 点 在 铅 垂 方向 的 位 移 。 








a 
图 2.49 习题 2.11 图 图 2.50 习题 2. 13 图 


2.14 如 图 2. 51 所 示 混 凝 土 桩 ， 已 知 混凝土 的 密度 o 王 2. 25X 10?kg/m ， 许 用 压 应 
力 [oj] 二 2MPa。 试 按照 强度 条 件 确定 混凝土 桩 所 需 的 横 截面 面积 A! 和 A: 。 若 混凝土 的 
弹性 模 量 E 二 20GPa。 试 求 桩 顶 A 的 位 移 。 
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2.15 一 内 半 经 为 ~、 壁 厚 为 9， 宽度 为 2 的 薄 壁 圆 环 ， 在 圆 环 的 内 表面 承受 均匀 分 布 
的 压力 户 作用 ， 材 料 的 弹性 模 量 为 正 ， 如 图 2. 52 所 示 。 试 求 : (1) 由 内 压力 引起 的 圆 环 径 
向 截面 上 的 应 力 ; (2)? 由 内 压力 引起 的 圆 环 半径 的 伸 长 。 












































1000kN 








图 2.51 习题 2.14 图 图 2.52， 习 题 2. 15 图 


2.16 设 CG 为 刚体 梁 ，BC 为 铜 杆 ，DG 为 钢 杆 两 杆 的 横 截 面 面 积分 别 为 A! 和 
A: ， 弹 性 模 量 分 别 为 El 和 E;。 今 在 CG 梁 上 作用 一 力 下 ， 如 图 2. 53 所 示 ， 如 果 要 求 CG 
始终 保持 水 平 位 置 ， 试 求 x。 

2.17 某 悬 臂 吊 车 如 图 2. 54 所 示 、 最 大 起 重 荷载 二 15kKN，AB 杆 为 Q235 钢 ， 许 用 
应 力 [co]=120MPa。 试 设计 AB 杆 的 直径 4 。 








图 2.53 习题 2. 16 图 图 2.54 习题 2.17 图 





2.18 如 图 2.55 所 示 结 构 中 ， 杆 和 杆 句 均 为 圆 截 面 钢 杆 ， 其 直径 分 别 为 di 一 
16mm 和 ds 二 20mm， 力 下 二 40kN,， 钢材 的 许 用 应 力 [cj] 二 160MPa。 试 分 别 校 核 杆 和 
杆 加 的 强度 。 

2.19 在 如 图 2. 56 所 示 简 易 吊 车 中 ，AB 为 木 杆 ，BC 为 钢 杆 。 木 杆 AB 的 横 截 面 面 
积 Al 二 100cm*, 许 用 应 力 [c],=7MPa; 钢 杆 BC 的 模 截面 面积 A; 二 6cm*， 许 用 应 力 
[oj 二 160MPa， 两 杆 的 自重 不 计 。 试 求 许可 吊 重 下 。 

2.20 一 汽缸 如 图 2. 57 所 示 ， 其 内 径 D 二 560mm， 汽 所 内 的 气体 压强 p 二 2. 4MPa， 
活塞 杆 的 直径 di 二 100mm， 所 用 材料 的 届 服 极限 一 300MPa。(1) 求 活塞 杆 的 工作 安全 
系数 。(2) 若 连接 汽缸 与 汽缸 盖 的 螺栓 直径 4 二 30mm， 螺 栓 所 用 材料 的 许 用 应 力 [oj 二 
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下 E 


60MPa， 求 所 需 的 螺栓 数 。 

2.21 一 刚性 杆 AB 的 左 端 铵 支 ， 两 根 长 度 相等 、 横 截面 面积 相同 的 钢 杆 CD 和 EF 
使 该 刚性 杆 处 于 水 平 位 置 ， 如 图 2. 58 所 示 。 如 果 二 50kN， 两 根 钢 杆 的 横 截面 面积 A=1 
000mm* ， 试 求 两 杆 的 轴 力 和 应 力 。 




























CALA 
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图 2.57 习题 2.20 图 图 2.58 习题 2.21 图 
2. 22 ”如 图 2. 59 所 示 刚 性 梁 受 均 布 荷 载 作用 梁 在 A 端 匀 支 , 在 B 点 和 C 点 由 两 根 
钢 杆 BD 和 CE 支撑 。 已 知 钢 杆 BD 和 CE 的 横 截面 面积 As 二 200mm?* ，Al 二 400mm?*， 钢 
的 许 用 应 力 [oj 二 170MPa。 试 校 核 钢 杆 的 强度 、 
2.23 如 图 2. 60 所 示 梁 AB 受 集中 力 玉 作用 , 已 知 AD、CE 和 BF 的 横 截面 面 积 均 
为 A， 材 料 的 许 用 应 力 为 [so]， 梁 AB 可 视 为 刚体 。 试 求 图 示 结 构 的 许可 荷载 [Fj]。 





图 2.59 习题 2.22 图 图 2.60 习题 2.23 图 
2. 24 横 截 面 为 250mmX250mm 的 短 木 柱 ， 用 四 根 40mm X40mmX5mm 的 等 边 角 





钢 加 固 ， 并 承受 压力 正 作用. 如 图 2. 61 所 示 。 已 知 角 钢 的 许 用 应 力 [oj 二 160MPa， 弹 
性 模 量 已 二 200GPa， 木 桩 的 许 用 应 力 [oj; 二 12MPa， 弹 性 模 量 已 二 10GPa。 试 求 短 木 桩 
的 许可 荷载 [F]。 

2.25 如 图 2. 62 所 示 阶 梯 钢 杆 ，A, 王 1 000mm? ，A; 一 500mm2 ， 在 三 一 5C 时 将 该 杆 
的 两 端 固定 ， 试 求 当 温度 升 高 到 所 一 25C 时 ， 该 杆 各 段 的 温度 应 力 。 
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图 2.61 习题 2.24 图 图 2.62 习题 2.25 图 





2.26” 设 铺设 铁轨 时 的 温度 为 10'C ， 夏 天 铁轨 的 最 高 温度 是 60C， 每 根 铁轨 长 8m， 
线 膨 胀 系数 =125X101/C，E=200GPa。 为 了 使 轨道 在 夏天 不 发 生 挤 压 ， 问 在 铁轨 之 





间 应 留 多 大 的 空 陈 ? 


2.27 两 根 材料 不 同 但 截面 尺寸 相同 的 杆 件 ， 同 时 固定 连接 于 两 端的 刚性 板 上 ， 且 


知 ， 王 二 已 ， 如 图 2. 63 所 了 示 。 若 使 两 杆 都 为 均匀 拉 伸 ，， 试 求 拉 力 己 的 偏心 距 e。 


2.28 如 图 2. 64 所 示 杆 1 为 钢 杆 ，El 一 210GPa'Ral 三 12.5X10(1/C)， 横 截 








面 面 








积 为 Al 二 30cm*; 杆 2 为 铜 杆 ，E, 二 105GPa， 包 二 19X10™(1/C)， 横 截面 面积 为 A: 一 
30cm*。 设 P 二 50kN,， 若 AB 为 刚 杆 ， 且 始终 保持 水 平 ， 试 问 温度 是 升 高 还 是 降低 ? 并 求 


温度 的 改变 值 。 





图 2.63 习题 2.27 图 图 2.64 习题 2.28 图 





2.29 设 杆 1、2、3 的 横 截 面 面 积 和 弹性 模 量 均 相 同 ，A 王 2cm: ，E 二 200MPa,， 设计 
时 长 度 也 相同 /二 lm, 但 在 制造 时 杆 3 却 短 了 8 一 0. 08cm， 如 图 2. 65 所 示 。 试 计算 安装 


后 各 杆 的 内 力 。( 横 梁 自 重 和 变形 不 计 .) 


2. 30 ”如 图 2. 66 所 示 ， 两 块 厚度 为 6 二 10mm 的 钢板 ， 用 两 个 直径 为 4 三 17mm 的 锦 
钉 搭 接 在 一 起 ,钢板 受 拉力 F 二 35kN。 已 知 钢 钉 的 [rj 二 80MPa，[ow] 二 280MPa。 试 校 


核 锦 钉 的 强度 。 


NS 
~ 





图 2.65 习题 2. 29 图 图 2.66 习题 2.30 图 






Eb 


~ 


ny 
2. 31 已 知 钢板 的 厚度 为 6 一 5mm， 其 剪 切 极限 为 ,二 300MPa。 用 冲床 将 钢板 冲 出 
如 图 2. 67 所 示 形 状 的 孔 ， 问 需要 多 大 的 冲 剪 力 F? 

2.32 如 图 2. 68 所 示 螺 钉 受 拉力 作用 , 已 知 图 中 尺寸 D=32mm, d= 二 20mm, hh 二 
12mm， 材 料 的 许 用 切 应 力 [tJ] 二 100MPa， 许 用 挤 压 应 力 [ou] 王 150MPa。 试 校 核 螺钉 的 
剪 切 强度 和 挤 压 强度 。 

2. 33 如 图 2. 69 所 示 螺 钉 受 拉力 作用 ， 已 知 材料 的 剪 切 许 用 应 力 [rz] 和 拉 伸 许 用 应 
力 [oj] 之 间 的 关系 为 [rj 二 0. 6[c]。 试 求 螺钉 直径 d 与 钉 头 高 度 h 的 合理 比值 。 








图 2.67 习题 2.31 图 图 2.68 习题 2.32 图 图 2.69 习题 2.33 图 





2.34 ” 木 桦 接头 如 图 2. 70 所 示 。 忆 知 a 一 0 二 12cm，A 一 35cm，c 一 4. 5cm，F 一 40kN。 
试 求 接头 的 剪 切 应 力 和 挤 压 应力。 

2.35 如 图 2.71 所 示 的 键 连接 轴 的 直径 d 二 80mni， 键 的 尺寸 2 一 24mm,， 一 
14mm， 键 的 许 用 应 力 [可 三 40MPa, [ms]=90MPad 车 轴 通 过 键 所 传递 的 力矩 M = 
2. 8EKN，。m,， 求 键 的 长 度 下 








el 
a 
图 2.70 习题 2.34 图 图 2.71 习题 2.35 图 


2.36 水 轮 发 电机 组 的 卡 环 尺寸 如 图 2. 72 所 示 ( 尺 寸 单位 ，mm)。 已 知 轴 向 荷载 F 一 

1450kN， 卡 环 材料 的 许 用 切 应 力 [zj= 50MPa， 许 用 挤 压 应 力 [om]=150MPa。 试 校 核 
卡 环 的 强度 。 
2.37 正方 形 截面 的 混凝土 桩 ， 其 横 截 面 边 长 为 200mm， 其 基底 部 为 边 长 < 一 
lm 的 正方 形 混凝土 板 。 混 凝 土 桩 承受 轴 向 压力 二 100kN 作用 ， 如 图 2. 73 所 示 。 
假设 地 基 对 混凝土 板 的 支 反 力 为 均匀 分 布 ， 混凝土 的 许 用 切 应 力 [tj]=1.5MPa， 
混凝土 桩 自重 不 计 。 试 问 为 使 混凝土 桩 不 穿 过 板 ， 混凝土 板 所 需 的 最 小 壁 厚 为 6 应 
为 多 少 ? 
































和 缠 轴 向 拉 伸 、 压 缩 与 前 切 























图 2.72 习题 2.36 图 图 2.73 习题 2.37 图 
2.38 如 图 2.74 所 示 一 螺栓 接头 , 已 知 拉力 = 二 40kN， 螺栓 的 许 用 切 应 力 [rj]= 
130MPa， 许 用 挤 压 应 力 [6 ] 二 300MPa。 试 按 强 度 条 件 计 算 螺 栓 所 需 的 直径 。 
2.39 如 图 2.75 所 示 一 螺栓 接头 。 已 知 拉力 三 80kN, ` 图 中 尺寸 6 二 80mm,， 6 二 
10mm，d 王 22mm， 螺 栓 的 许 用 切 应 力 [+] 二 130MPa, 许 用 挤 不 应 力 [6,,]==300MPa， 
许 用 拉 应 力 [oj 二 170MPa。 试 校 核 接头 的 强度 。 























图 2,74 习题 2.38 图 图 2.75 习题 2.39 图 
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第 是 音 
截面 的 几何 性 质 


村) 


理解 蕉 面 的 静 矩 、 极 惯性 矩 、 惯 性 矩 、 惯 性 积 的 概念 

熟练 掌握 由 截面 的 静 矩 求 形 心 的 方法 

熟练 掌握 矩形 、 圆 形 、 圆 环形 截面 惯性 短 、 极 惯性 答 的 计算 方法 
掌握 用 惯性 矩 平行 移 轴 公式 求 组 合 平面 惯性 矩 

了 解 惯性 矩 和 惯性 积 的 转轴 公式 

















Ma) 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 
(1)* 理 解 蕉 面 静 矩 的 概念 
欧 拭 (2 六 利用 积分 式 或 静 矩 与 形 心 坐标 间 形 心 的 概念 
前 关系 ; 求 楚 个 截面 或 部 分 蕉 面 诗 辆 | 。 积分 的 概念 
的 荐 短 
(1) 理解 截面 极 惯性 和 撼 、 惯 性 矩 的 
概念 
极 惯性 给 和 上 尘 性 氏 人 二手 直 检 A 生生 、 国 环形 明 面 讲 | 。 积分 的 概念 
性 乱 和 极 惯 性 乱 的 计算 方法 
惯性 积 (1) 理解 截面 惯性 积 的 概念 积分 的 概念 
(1) 理解 截面 极 惯性 矩 、 惯 性 矩 的 
概念 
下 生生 和 人 和 (2) 利用 平行 移 轴 公 式 计算 组 合 圾 面 | 。 积分 的 概念 
的 惯性 给、 惯性 积 
(1) 了 解 惯性 矩 和 惯性 积 的 转轴 公式 
形 心 的 概念 
转轴 公式 (2) 利用 转轴 公式 ， 确 定形 心 主轴 的 te 














Ds 


材料 力学 所 研究 的 各 种 杆 件 ， 其 横 裁 面 都 是 具有 一 定 几何 形状 的 平面 图 形 ， 例 如 ， 和 矩形 、 圆 形 、 工 
字形 、T 形 、 槽 形 等 。 工 程 实践 证 明 ， 杆 件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 均 与 截面 的 几何 形状 和 尺寸 有 关 。 比 
如 在 分 析 轴 向 拉 压 问题 时 ， 用 到 了 杆 件 横 截面 面积 人， 在 材料 的 许 用 应 力 [c] 相同 的 条 件 下 ， 截 面积 A 
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各 3 王 截面 的 几何 性 质 





越 大 ， 则 杆 件 承 受 拉 伸 或 压缩 的 能 力也 越 强 ; 在 材料 、 杆 长 及 受 力 情况 不 变 的 条 件 下 ,截面 积 A 越 大 ， 
杆 件 的 变形 就 越 小 。 在 即将 讲 到 的 扭转 、 弯 曲 、 组 合 变形 、 压 杆 稳定 等 问题 的 研究 中 还 将 出 现 静 矩 、 惯 
性 矩 、 惯 性 半径 等 ， 这些 只 与 杆 件 截面 形状 和 尺寸 有 关 的 几何 量 统称 为 截面 几何 性 质 。 本 章 主要 介绍 截 
面 几何 性 质 的 定义 与 计算 方法 。 





| 3. 1 截面 的 静 矩 (面积 矩 ) 和 形 心 位 置 


。 重 心 与 形 心 

物体 的 重力 就 是 地 球 对 物体 的 引力 。 若 将 物体 视 为 无 数 微 元 的 集合 ， 每 个 微 元 均 受 如 
力作 用 ， 则 物体 所 受 的 地 心 引力 可 以 近似 认为 是 一 
空间 平行 力 系 ， 此 平行 力 系 的 合力 即 为 物体 的 重力 。 
实验 证 明 ， 无 论 物体 怎样 放置 ， 它 所 受 的 平行 力 系 
的 合力 永远 通过 物体 内 一 个 确定 的 点 ， 这 一 点 称 为 
重心 。 

图 3. 1 所 示 为 受 重力 W 作用 的 物体 ， 在 Oxyz 坐 
标 系 中 ， 其 重心 C 的 坐标 为 zc、yc、cs 任 一 微 元 的 
重力 为 AW;， 其 作用 点 为 Ci(z;, wi 3 )。 根 据 合 
和 矩 定理 ， 合 力 W 对 某 一 轴 之 矩 等 于 各 个 分 力 对 同 轴 
之 矩 的 代数 和 。 

对 于 y 轴 有 图 3.1 物体 的 重心 


be 























M,(W) 守 3 M,CAW,) 
证 1 





CAW x;) 
xc 一 二 刺 
同 理 可 求 ye 、xc 
D2) CAW, yw) 
Ne 1 丈 
> CAW =) 
xs 并 一 二 a 


若 使 n>o2， 则 重心 坐标 的 一 般 公式 为 





一 一 一 一 上 (3-1) 








式 (3-1) 的 各 式 中 ，pg 为 物体 单位 体积 的 重量 (N/m )， 称 为 重度 ，dV 为 微 元 体积 。 
对 于 均 质 材料 物体 ，pg 为 常数 ， 于 是 重心 坐标 公式 可 以 简化 为 





lav! (3-2) 


由 此 可 知 ， 均 质 物体 的 重心 位 图 仅 决定 于 物体 的 多 何 形状 和 尺寸 。 这 时 ， 重 心 又 可 视 
为 物体 的 形 心 ， 或 者 说 均 质 物体 的 重心 与 形 心 重合 。 

对 于 均 质 等 厚度 平板 (图 3.2), dV 二 idA, V==tA(1 为 
板 厚 )， 重心 或 形 心 的 坐标 表达 式 为 











2dA 
Ms A 
全 二 3 
ja | 
ZC A 
。 。 式 中 ，dA 为 平板 的 微 面积 。 
图 3.2 平面 图 形 的 形 必 对 于 平面 图 形 ， 其 形 心 公式 显然 与 式 (3 - 3) 相 同 。 


同时 ， 我 们 也 可 以 根据 截面 对 称 轴 的 情况 ， 使 用 观察 法 确定 截面 的 形 心 位 置 。 
(1) 若 截面 具有 两 条 对 称 轴 ， 则 两 条 对 称 轴 的 交点 必 为 截面 的 形 心 ， 如 图 3. 3 所 示 。 























(a) (b) (9 由 
图 3.3 具有 两 条 对 称 轴 的 截面 


第 3 剖 。 袖 面 的 几何 性 质 


(2) 若 截面 具有 一 条 对 称 轴 ， 则 形 心 必 为 该 轴 上 的 一 点 ， 只 需求 出 这 一 点 的 另 一 坐标 
就 可 确定 其 形 心 位 置 ， 如 图 3. 4 所 示 。 


本 


(a) (b) (9) (d 


图 3.4 具有 一 条 对 称 轴 的 截面 





2, 静 答 (The First Moment of the Area ) 

图 3. 2 为 任意 形状 的 截面 图 形 ， 其 截面 面积 为 A，y 轴 和 < 轴 为 该 图 形 所 在 平面 内 的 
坐标 轴 。 在 图 形 内 任 取 一 微 面积 dA， 其 坐标 分 别 为 y、z,， 则 乘积 zdA 和 ydA 分 别称 为 微 
面积 dA 对 于 y 轴 和 =* 轴 的 静 算 ， 积 分 

S, = zdAl| 
Wp (3-4) 
Sa/ 直 [vaa| 
分 别称 为 截面 图 形 对 于 y 轴 和 < 轴 的 静 矩 。 

截面 的 静 和 矩 是 对 一 定 的 轴 而 言 的 > 同一 截面 对 于 不 同 的 轴 , 其 静 矩 不 同 。 从 式 (3- 4) 可 
知 ， 静 矩 的 值 可 正 ， 可 负 ， 也 可 为 零 。 静 和 矩 的 量 纲 为 工 长 度 下 ， 其 常用 单位 为 mm 或 mm 。 

截面 图 形 的 形 心 坐标 也 可 以 表示 成 静 矩 的 形式 , 由 式 (3- 3) 和 式 (3- 4) 可 得 





cS 
DG AA 
| 
zc 一 部 
或 改写 为 
| (3-5) 
S.=Ayc 

















由 以 上 两 式 可 知 ， 若 已 知 截面 图 形 的 面积 及 其 对 > 轴 与 轴 的 静 矩 时 ， 则 可 确定 该 截 
面 图 形 的 形 心 坐标 ; 反之 亦 然 。 据 此 可 得 到 如 下 结论 : 
(1) 若 截面 对 于 某 一 轴 的 静 和 矩 等 于 零 ， 则 该 轴 必 定 通过 截面 形 心 。 

(2) 截面 对 于 通过 形 心 的 轴 的 静 矩 恒 等 于 零 。 

3. 组 合 截 面 的 静 矩 与 形 心 

在 工程 结构 中 ， 常 碰 到 一 些 形状 比较 复杂 的 截面 ， 例 如 图 3. 5 所 示 的 一 些 截面 ， 此 类 
截面 可 视 为 由 若干 个 简单 图 形 ( 如 矩形、 圆 形 、 三 角形 等 ) 或 标准 型 材 截面 组 合 而 成 ， 这 种 
截面 称 为 组 合 截 面 。 
于 简单 图 形 的 面积 及 其 形 心 位 置 均 为 已 知 ， 而 且 ， 由 静 矩 的 定义 可 知 ， 截 面 图 形 对 
某 一 轴 的 静 矩 ， 等 于 其 所 有 组 成 部 分 对 该 轴 静 矩 的 代数 和 。 因 此 ， 可 按 式 (3- 5) 先 计算 出 
每 一 简单 图 形 的 静 矩 ， 然 后 求 其 代数 和 ， 得 到 整个 截面 图 形 的 静 矩 。 即 
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图 3.5 组 合 截面 
5,— Ds Ae 
i=1 i=1 


S. = ZKs: 本 ae 
式 中 ，A; 和 yc、xzc 分 别 代表 各 简单 图 形 的 面积 和 形 心 坐标 , n 为 简单 图 形 的 个 数 。 将 该 
式 代 入 (3- 5)， 可 得 计算 组 合 截面 形 心 (centroid of an area) 坐 标的 公式 ， 即 


《人 二 人 





t= 








例 3.1 图 3.6 所 示 三 角形 ,其 直角 边 分 别 与 y 轴 、z 轴 重 合 ， 计 算 此 三 角形 对 y、z 
轴 的 静 和 矩 及 它 的 形 心 坐 标 。 
解 : 计算 静 矩 <“ 时， 可 取 平 行 于 = 轴 的 狭长 条 作 
位 为 微 面积 ， 其 上 各 点 的 y 坐标 相等 ，dA 二 b(y)dy， 如 


图 3.6 所 示 。 由 几何 关系 可 知 ,5(y) 一 也 (1 一 y)， 因 





此 dA= 志 0 一)dy， 由 苯 矩 定义 ， 得 
i 








ee | yaa 上 Lh y)ydy 
i 同 理 , 计算 S, 时 ， 可 取 平 行 于 y 轴 的 狭长 条 作为 
微 面 积 ， 即 dA 二 Ah(z)dz， 其 中 ,有 (<) a 之 )， 


图 3.6 例题 3.1 图 静 和 矩 定义 ， 得 


























更 而 袖 面 的 几何 性 质 











| zdA 人 (8 一 z)zdz Bp- 
. A si 
1 式 (3 - 5)， 得 形 心 坐标 














SS:_ MW/6_h 
> A bh/2 3 
SA/6_ 0 
© A bh/2 3 





例 3.2 图 3.7 为 一 对 称 的 TT 形 截面 。 试 求 该 截 
面 的 形 心 位 置 。 
解 : 本 题 是 计算 组 合 截 面 形 心 坐标 的 问题 。 图 3. 7 
所 示 截 面 有 竖 向 对 称 轴 ， 为 计算 方便 ， 选 取 图 3.7 所 
示 坐 标 系 ， 其 形 心 必 在 对 称 轴 y 上 ， 故 zc 二 0。 将 该 组 
合 截 面 分 成 、 开 两 个 矩形 ， 则 
Ai=20X120=2 400(mm:)， ya 一 10mm 
As=120X20=2 400(mm: ) ， ye 一 80mm 












































由 式 (3-7) 计 算 组 合 截面 图 形 的 形 心 坐标 为 图 3.7 例题 3.2 图 
| he Aiya + Asyeé 2 400 xX 10+2 400 X 80 _ 15 0mm) 
Ai 十 4 2 400 十 2 400 











Da 
| 3.2 惯性 矩 、 极 惯性 矩 和 惯性 积 


1. 惯性 短 (Moment of Inertia) 


任意 截面 图 形 如 图 3. 8 所 示 ， 其 面积 为 A， 在 截面 所 在 平面 内 建立 任意 的 正 交 坐标 系 
Oyz。 在 坐标 为 (y>，z) 的 任 一 点 处 ， 取 一 微 面 积 dA， 则 ydA、z* dA 分 别称 为 微 面积 dA 
， 对 于 = 轴 和 > 轴 的 惯性 矩 ， 积 分 


li | aa| 
,= | aa| 
分 别称 为 整个 图 形 对 于 = 轴 和 > 轴 的 惯性 矩 ， 也 称 为 整 
图 形 对 于 工 轴 和 > 轴 的 二 次 轴 和 矩 。 由 上 述 定义 可 以 看 
同一 截面 对 不 同 坐标 轴 的 惯性 矩 一 般 也 是 不 同 的 ， 但 


恒 为 正 值 。 惯 性 矩 的 量 纲 为 【长度 ]， 其 常用 单位 为 
图 3.8 惯性 矩 mt 或 mmt。 


(3-8) 























三 他 











2. 惯性 半径 (Radius of Gyration of the Area) 


力学 计算 中 ， 有 时 把 惯性 矩 写 成 图 形 面 积 A 与 某 一 长 度 的 平方 的 乘积 ， 即 
.Re (3-9) 











LE 


SS 





或 者 改写 为 


a ge 
式 中 ，i.、 纪 分 别称 为 图 形 对 于 > 轴 和 y 轴 的 惯性 半径 。 惯 性 半径 的 量 纲 为 [长度]， 其 常 
单位 m 或 mm。 


3. 极 惯性 给 (Polar Moment of Inertia) 

















当 采 用 极 坐 标 系 时 ,图形 微 面积 dA 与 其 距 极 坐标 原点 O 的 距离 p( 图 3. 8) 的 平方 的 乘 
积 的 积分 ， 称 为 此 图 形 对 坐标 原点 O 的 极 惯性 矩 或 截面 二 次 极 窍 。 即 
=| pidA (3-11) 














j 上 述 定义 可 知 ， 截 面 的 极 惯 性 矩 也 恒 为 正 ， 量 纲 为 [长度 ] 扩 其 常用 单位 为 m' 或 
mmt 。 由 图 3. 8 可 以 看 出 , p==z? 十 yw， 代入 式 (3- 11)， 有 



































Ip | eaa | +y)dA | #4 tvaA FT 
即 
Ip=E 刷 于, (3-12) 
式 (3-12) 表 明 ， 截 面 图 形 对 其 所 在 平面 内 任 一 点 的 极 惯性 矩 I ， 等 于 此 图 形 对 过 此 点 的 
一 对 正 交 轴 >、y 的 惯性 矩 I.、I 之 和 。 
4. 惯性 积 (Product of Inertia) 


在 图 3.8 中 ， 微 面积 dA 与 其 两 个 坐标 (x,…») 的 乘积 zydA 称 为 微 面积 dA 对 = 、y 轴 
的 惯性 积 ， 则 下 述 积分 
Ws | ydA (3-13) 
称 为 整个 图 形 对 于 y、< 轴 的 惯性 积 。 由 上 述 定义 可 知 ， 惯 性 积 的 量 纲 为 [长度 ， 其 党 
用 单位 为 m' 或 mmt 。 
同 惯性 矩 一 样 ， 同 一 截面 对 不 同 坐 标 轴 的 惯性 积 一 般 也 是 不 同 的。 由 于 坐标 乘积 yz 
可 能 为 正 、 也 可 能 为 负 ， 因 此 ，f.- 的 数值 可 能 为 正 ， 可 能 为 负 ， 也 可 能 等 于 零 。 例 如 ， 当 
整个 截面 位 于 第 一 象限 时 ， 由 于 所 有 微 面积 dA 的 = 、y 坐标 均 为 正 值 ， 所 以 截面 对 这 两 个 
坐标 轴 的 惯性 积 也 必 为 正 值 。 又 如 当 整个 截面 位 于 第 二 象限 时 ， 由 于 所 有 微 面积 dA 的 = 
本 坐标 为 负 ， 而 y 坐标 为 正 ， 因 而 截面 对 这 两 个 坐标 
轴 的 惯性 积 必 为 负 值 。 若 坐标 轴 中 有 一 个 是 图 形 的 
对 称 轴 ， 例 如 图 3. 9 中 的 y 轴 ， 图 中 y 轴 两 侧 对 称 
位 置 上 的 两 块 微 面积 dA 的 y 坐标 等 值 同 号 ， 而 = 坐 
。 标 等 值 反 号 ， 致 使 两 面积 元 素 dA4 的 惯性 积 xydA 等 
”“ 值 反 号 。 又 因 整 个 截面 的 惯性 积 等 于 y 轴 两 侧 所 有 
微 面积 的 惯性 积 之 和 ， 正 负 一 一 抵消 ， 所 以 整个 堆 
面 对 >、> 轴 的 惯性 积 必 等 于 零 。 
图 3.9 惯性 积 由 式 (3-8)、 式 (3-12)、 式 (3-13) 可 得 出 如 下 












































锟 3 而。 截面 的 几何 性 质 


结论 : 
GD) 被 惯性 短 五 和 惯性 矩 三 、 恒 为 正 值 ， 而 殿 性 积 可 能 为 正 值 或 负 值 ， 也 可 能 
等 于 零 。 


(2) 如 果 图 形 有 一 个 (或 一 个 以 上 ) 对 称 轴 ， 则 图 形 对 包含 此 对 称 轴 的 正 交 轴 系 的 惯性 
积 工 必 为 零 。 
极 惯性 矩 普 、 惯 性 矩 I- 和 了 了,、 惯 性 积 工 的 量 岗 均 为 [长度] ， 常 用 单位 为 mi 
或 mm 。 
例 3.3 求 如 图 3.10 所 示 和 矩形 截面 ， 对 通过 其 形 心 且 与 边 平行 的 >、y 轴 的 惯性 矩 志 、 
到 和 惯性 积 1 。 
解 : 取 一 平行 于 = 轴 的 窒 长 条 ， 其 面积 为 dA 二 bdy， 则 由 惯性 和 矩 的 定义 ， 积 分 得 



































2 四 b 站 h/2 2 
I > A | ?一 37 | Zh 
同 理 可 得 
一 人 
b= 


因为 >、y 轴 均 为 对 称 轴 ， 故 上 -一 0。 
例 3.4 求 如 图 3.11 所 示 直 径 为 4 的 圆 ,对 过 圆心 的 任意 轴 ( 直 径 轴 ) 的 惯性 矩 I-、 了 ， 
和 对 圆心 O 的 极 惯性 矩 15。 





图 3.10 例 3.3 图 图 3.11 例 3.4 图 











解 : 首先 求 对 圆心 的 极 惯性 矩 。 在 离 圆心 O 为 p 处 作 宽度 为 do 的 薄 圆 环 ， 其 面积 为 
d4 王 2rodo， 则 圆 截 面 对 圆心 的 极 惯性 矩 为 










































































了 
= eaa=| razo=zrd| = 营 
由 于 圆 形 对 任意 直径 轴 都 是 对 称 的 故 工 一 I。 根 “一 
据 式 (3 - 12)， 并 利用 上 式 结果 ， 可 得 4 
例 3.5 计算 图 3. 12 所 示 三 角形 截面 对 与 底 。 一 一 一 修一 一 | 
边 重合 的 = 轴 的 惯性 箱 。 
解 : 到 平行 于 = 轴 的 锋 长 条 为 微 面积 dA， 即 图 3.12 例 3.5 图 
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dA=b(y)dy 
1 图 中 可 以 看 到 
bw hy 
b h 
1 此 得 
dA=— 和 dy 


故 三 角形 截面 对 = 轴 的 惯性 矩 为 
2 sh bh 
上 | qn | h Wdy 12 











| 3. 3 组 合 截面 的 惯性 矩 和 惯性 积 


1. 组 合 截面 的 惯性 矩 和 惯性 积 


当 一 个 截面 图 形 是 由 若干 个 简单 图 形 组 成 时 根据 惯性 矩 的 定义 ， 整 个 截面 图 形 对 某 


一 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 等 于 各 个 简单 图 形 对 同一 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 的 和 。 
即 


r=-3 A= DL, oN (3-14) 


同 理 ， 截面 图 形 对 某 点 的 极 惯性 矩 等 于 各 个 简单 赂 形 对 同一 点 的 极 惯性 失 的 和 。 即 


Ip = 站 (3-15) 
例 3.6 计算 图 3. 13 所 示 空 心 圆 截面 对 于 形 心 轴 >、 





y 轴 的 惯性 矩 和 O 点 的 极 惯性 矩 。 








为 d 的 小 圆 ， 则 
























1 1 
SS L=L,=ix(D'—d')=inD' (1—a!) 
NN 64 64 
SS SS 设 < 为 内 外 径 之 比 ， 则 
SS SS z= 
2 
图 3.13 例 3.6 图 并 二 (CD! d') 二 rzD'd a') 


2. 惯性 和 矩 和 惯性 积 的 平行 移 轴 公式 


解 : 图 中 所 示 截 面 可 视 为 直径 为 D 的 大 圆 减 去 直径 


由 惯性 矩 的 定义 可 知 ， 同 一 截面 对 于 不 同 坐 标 轴 的 惯性 矩 、 惯 性 积 一 般 不 相同 ， 本 节 
研究 截面 对 任意 轴 以 及 与 其 平行 的 形 心 轴 的 两 个 惯性 矩 和 惯性 积 之 间 的 关系 ， 即 惯性 矩 和 











惯性 积 的 平行 移 轴 定理 。 








设 一 面积 为 A 的 任意 形状 的 截面 如 图 3. 14 所 示 。 截 面 对 任 意 的 x、y 两 坐标 轴 的 惯性 


和 矩 和 惯性 积分 别 为 I、I, 和 了 :。 另 外 ，zo、yo 轴 为 过 形 心 C 的 一 对 正 交 轴 ( 形 心 轴 )， 


. 梨 3 硬 。 蕉 面 的 几何 性 质 
xo、yo 轴 分 别 与 =、y 轴 平 行 ，C 点 在 x、y 坐标 系 中 的 坐 
标 为 (5，a)。 截 面 上 任意 一 微 面 积 元 素 dA 在 两 坐标 系 内 的 
坐标 (z、y) 和 (zo、yo) 之 间 的 关系 为 
z 一 2 十 0， y= 二 yw 十 a 
根据 惯性 矩 的 定义 
丰 一 | ydA=| (ty dA 








RR 





= | <a =| w+) dA 


图 3.14 平行 移 轴 公 式 





上 se| dA 2a| zodA 十 | ,sidA 


dA 








L, | zyaA I OE wl aa | 外 aa Fa| zdA1 | -aa 


式 中 | dA = A. 因 sosyo 轴 通 过 形 心 ,有 





故 
LL- a 
下 一 有 十 必 A “从 (3-16) 
了 ,一 及 FabA 





式 (3 - 16) 称 为 平行 移 轴 公 式 (parallel-axis theorem) 。 使 用 条 件 : 两 互 移 轴 必 须 平行 ， 且 
两 轴 中 必须 有 一 轴 为 形 心 轴 。 
不 难看 出 ， 在 互相 平行 的 坐标 轴 中 ， 截 面 对 形 心 轴 的 惯性 矩 最 / 
截面 对 任意 轴 的 惯性 矩 ， 等 于 对 与 其 平行 的 形 心 轴 的 惯性 矩 加 上 截面 面积 与 两 轴 问 距 
离 平方 的 乘积 ; 截面 对 某 正 交 轴 系 >、y 的 惯性 积 ， 等 于 对 与 之 相 平行 的 一 对 正 交 形 心 轴 
so、2o 的 惯性 积 ， 再 加 上 形 心 C 的 坐标 (5，a) 与 面积 三 者 的 乘积 。 但 在 使 用 中 应 注意 ， 
在 惯性 积 的 移 轴 公式 中 ，a、5 是 截面 形 心 点 在 Ozy 坐标 系 中 的 坐标 ， 是 有 正 负 的 。 
应 用 平行 移 轴 公式 ， 可 使 较 复杂 的 组 合 图 形 的 惯性 矩 计算 大 为 简化 。 下 面 举 例 说 明 这 
一 公式 的 应 用 和 组 合 截面 惯性 矩 的 计算 。 
例 3.7 图 3. 15 所 示 工 字形 截面 , 由 上 、 下 变 缘 与 腹 板 组 成 试 计算 截面 对 水 平 形 心 
轴 = 的 惯性 矩 。 
解 : 将 截面 划分 为 矩形 工 、 和 矩形 下 和 矩形 正三 部 分 。 
设 和 矩形 工 的 形 心 点 为 C ， 水 平 形 心 轴 为 =: ， 则 由 式 (3 16) 可知 ， 和 矩形 工 对 x 轴 的 惯 
性 矩 为 


了 



































3 2 
水 + 3ab( 30) 7abs 


和 矩形 匡 的 形 心 点 与 整个 截面 的 形 心 C 重合 ， 故 该 矩形 对 = 轴 的 惯性 矩 为 








I1 =11+AB 


t 
1 
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到 =a20) E = 


于 对 称 关 系 ， 和 矩形 全 和 矩形 工 对 = 轴 的 惯性 矩 相 等 。 
于 是 ， 整 个 截面 对 = 轴 的 惯性 矩 为 


LL.=11 +11 + =21! +11 =2X7ab +2ab 





























例 3.8 求 如 图 3.16 所 示 图 形 对 其 水 平 形 心 轴 < 的 惯性 矩 。 


» 





120 
图 3.15 例 3.7 图 图 3.16 例 3.8 图 
解 : 图 形 对 < 轴 的 惯性 和 矩 1.。 等 于 整个 矩形 对 = 轴 的 惯性 和 矩 1. 减 去 被 挖 空 的 两 个 圆 
形 对 = 轴 的 惯性 矩 7 ， 即 I 二 14 一 I。 而 


DE 全 下 


: 3 | 
1 一 12 120X 200° mni’=80X 10°mm 


I 


xD’' 
64 











二 2x( 
由 此 得 


FAa: )=2X ( 匠 X950 X 择 X80 )mm' 一 29， 15X 10°mm’ 


I.=14—1:=(80—29. 15) X10'mm’=50. 85X 10°'mm’ 
为 便于 组 合 截面 惯性 矩 的 计算 , 表 3- 1 给 出 了 一 些 简单 图 形 的 形 心 位 置 及 其 对 形 心 











轴 的 惯性 矩 。 各 种 型 钢 的 惯性 矩 则 可 直接 由 型 钢 规格 表 中 查 得 。 
表 3-1 几 种 图 形 的 形 心 位 置 和 惯性 矩 
图 形 及 形 心 C 面积 A 惯性 矩 I 惯性 半径 i 
bh 
下 一 2 
bh 下 
执 = 
= 
nb ?一 6 
= 
Dl 
LL 
“有 ya 
党 大 wo 
i 

















香 3 重 项 面 的 几何 性 质 























( 续 ) 
图 形 及 形 心 C 面积 A 惯性 矩 工 惯性 半径 i 
ZI i I 
4D 五 = 下 于 以 让 二 E 所 
五 一 丰 一 页 (D 一 如 ) 
Ed ; =i.=D 加 
FD —d:) = D(a) =i= VIiTe 
64 
a=d/D 
LK AR' 一 全 
XR 8 2 
z 2 
下 辣 (全 -二 )R i 一 苹 V9 一 5 
工 一 二 0 一 公 
xab 
= = 











| 3. 4 截面 的 主 惯性 轴 和 主 惯性 算 


1. 惯性 和 矩 和 惯性 积 的 转轴 公式 
如 图 3. 17 所 示 的 平面 








图 形 对 y、z 轴 的 惯性 矩 分 别 为 I,、I.， 其 惯性 积 是 1. 。 现 将 
& 标 系 绕 O 〇 点 旋转 a 角 ， 旋 转 时 取 逆 时 针 方向 转动 的 e 角 为 正 值 ， 旋 转 后 得 新 坐标 轴 


新 、 旧 坐标 系 下 的 坐标 变换 公式 为 


zl 一 zcosa 十 ysina | 


总 攻 


Ni=ycosa— zsina 


于 是 有 


I 三 | siaa = | eco 一 =sinmsdA 





一 cosd| > dA 十 sinza > dA = 2sinacosa| =dA 
= Tcosia 十 Tsinza 一 Tsin2a 


3.17 惯性 矩 和 惯性 积 的 转轴 公式 
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sin?a 一 十 (1 一 cos2a) 
到 1 ， 上 式 可 得 
cos ao 一 7(1 十 cos2a) 


























I = + cos2a— 1 sin2e (3-17) 
同 理 可 得 
L, = Ecos2at 1 sin2a (3-18) 
Ta = sin2at Lecos2a (3-19) 
以 上 三 式 称 为 转轴 公式 ， 它 们 确定 了 惯性 和 与 惯性 积 随 转角 a 变化 的 规律 。 


将 式 (3- 17) 与 式 (3- 18) 相 加 ， 得 
十 1 = 了 十 .= 二 常数 = 区 
该 式 表明 ， 截 面 图 形 对 于 过 同一 点 的 任意 一 对 正 交 坐标 轴 的 惯性 矩 之 和 为 一 常数 ， 同 
时 也 等 于 截面 图 形 对 该 点 的 极 惯性 矩 严 。 
2. 主 惯 性 轴 和 主 惯性 短 


如 前 所 述 ， 同 一 截面 对 不 同 坐标 轴 的 惯性 和 矩 二、 大 和 惯性 积 二 -的 值 各 不 相同 ; 到、 
I 恒 为 正 值 ， 而 I 可 为 正 值 、 负 值 或 零 。 主 要 视 所 选取 的 正 交 坐标 系 的 位 置 而 定 。 由 于 
通过 截面 所 在 平面 内 的 任 一 点 可 作 无 数 个 正 交 坐 标 系 ， 因 而 可 求 出 无 数组 I,、I. 和 了 :的 
值 。 但 是 可 以 肯定 ， 其 中 必然 有 二 对 特殊 的 正 交 坐标 系 ， 恰 使 截面 对 此 正 交 坐标 轴 的 惯性 
积 届 -为 零 。 使 截面 图 形 的 惯性 积 为 零 的 一 对 互相 垂直 的 轴 为 主 惯性 轴 (Cprincipal axes)， 简 
称 主轴 。 截 面 对 主 轴 的 惯性 矩 称 为 主 惯性 矩 (principal moment of inertia) 。 当 一 对 主 惯 性 
轴 的 交点 与 截面 形 心 重合 时 ， 则 称 这 一 对 主 惯 性 轴 为 形 心 主 惯性 轴 (centroidal principal 
axes) ， 简 称 形 心 主轴 。 截 面 对 这 一 对 轴 的 惯性 矩 称 为 形 心 主 惯 性 矩 (centroidal principal 
moment of inettia) ， 它 们 是 弯曲 等 问题 中 常用 的 重要 几何 性 质 。 

由 式 (3- 19) 可 知 ，Tu- 是 a 的 连续 函数 ， 随 a 角 的 变化 ， 总 可 以 找到 这 样 一 对 正 交 的 
坐标 轴 xz,、y。， 即 截面 对 这 对 轴 的 惯性 积 了 -二 0。 这 一 对 正 交 轴 x,。、y。 即 为 截面 的 
主轴 。 

设 m，x 轴 的 方位 角 为 mw ， 则 有 





zl 









































1,, =0 
1, :一 L = sin2ao 二 Tcos2ao 
tan2ao 7 (3-20) 





满足 式 (3 - 20) 的 角度 w 和 mm 十 三， 它们 共同 确定 了 主轴 的 位 置 。 





dl, 
此 外 ， 攻 也 是 a 的 连续 函数 ,惯性 甜 取得 极 值 的 坐标 轴 位 置 可 由 式 忆 一 0 确定 。 即 


dL 
da 








(1,—1.)sin2a—2I1, cos2a=0 


第 3 姜 。 袖 面 的 几何 性 质 





由 上 述 分 析 可 知 ， 惯 性 和 矩 在 主轴 处 取得 极 值 ， 即 两 个 主 惯性 矩 I,、I.， 一 个 是 极 大 
值 ， 另 一 个 是 极 小 值 。 
由 式 (3- 20)， 可 求 得 cos2ao 和 sin2ao 的 表达 式 ， 如 下 

有 = 














cos2an = = 
1 十 tam 2ao (IL.—L,)+4D. 


sin2a = tan2ao cos2a0 一 





将 上 式 代入 式 (3 - 17) 和 式 (3 - 18) 中 ， 可 得 主 惯性 矩 和 工 。 
若 攻 1。， 则 有 
L+L, 











Tnx = 1, (3-21) 





(3-22) 


一 对 正 交 坐标 轴 中 只 要 有 一 条 为 截面 的 对 称 轴 ， 截面 图 形 对 于 该 坐标 轴 的 惯性 积 恒 等 
于 零 ， 所 以 可 根据 截面 的 对 称 轴 情况 来 确定 鹤 面 图 形 的 形 心 主轴 位 置 。 

(1) 如 果 截 面具 有 三 条 或 三 条 以 上 的 对 称 轴 ， 过 该 截面 形 心 的 任何 轴 都 是 形 心 主轴 ， 
且 截 面 对 于 任 一 形 心 主轴 的 惯性 矩 相 等 ， 如 图 3. 18(a) 一 (所 示 。 


(a) (b) (9) (d) 
(人 (g) (h) 


(k) 











(e) 





[0 
图 3.18 形 心 主轴 


(2) 如 果 截 面 只 有 两 条 对 称 轴 ， 则 这 两 条 轴 就 为 截面 的 形 心 主轴 ， 如 图 3. 18({f)、(g) 
所 示 。 
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所 站 万 学 

(3) 如果 截面 只 有 一 条 对 称 轴 ， 则 该 轴 必 为 截面 的 形 心 主轴 ， 而 另 一 条 形 心 主轴 通过 
形 心 ， 并 与 此 轴 垂 直 ， 如 图 3. 18(h) 、(D 所 示 。 

(4) 如 果 截 面 没有 对 称 轴 ， 则 由 式 (3- 20)、 式 (3- 21) 和 式 (3 - 22) 通 过 计算 确定 形 心 
主轴 的 位 置 及 主 惯性 矩 的 值 ， 如 图 3. 18G)、(k) 所 示 。 
一 般 情 况 下 ， 确 定 非 对 称 截面 形 心 主轴 及 形 心 主 惯性 矩 的 步骤 如 下 : 
(1) 确定 截面 形 心 C 点 的 位 置 。 计 算 形 心 坐标 时 ， 通 常 选 与 截面 周边 重合 的 轴 为 参考 
坐标 轴 。 
(2) 选择 一 对 正 交 的 形 心 轴 zc、yc (通常 取 与 截面 周边 平行 的 形 心 轴 为 <、xyc 轴 )， 用 
组 合 截面 惯性 矩 计算 及 平行 移 轴 公 式 得 到 截面 对 并、xyc 轴 的 惯性 和 矩 和 惯性 积 L,.、I 
es 

(3) 用 式 (3 - 20) 计 算 形 心 主轴 z。、yo 的 方位 角 ww ， 从 而 确定 形 心 主轴 的 位 置 。 

(4) 用 式 (3- 21) 和 式 (3- 22) 计 算 形 心 主 惯性 矩 I 、 艺 



































小 结 


1. 研究 的 意义 

构件 截面 的 几何 性 质 (截面 的 形状 尺寸 * 形 心 位 置 等 ) 与 强度 、 刚 度 、 稳 定性 密切 相 
关 ， 在 工程 中 常用 改变 构件 截面 几何 性 质 的 方法 ， 提 高 构件 的 强度 、 刚 度 、 稳 定性 ， 来 满 
足 构件 的 安全 条 件 。 

2， 基 本 概念 

形 心 、 静 矩 、 惯 性 矩 ; 极 惯性 矩 、 惯 性 半径 、 惯 性 积 、 主 惯性 轴 、 主 惯性 矩 、 形 心 主 
轴 、 形 心 主 惯性 矩 : 

(1) 形 心 

对 于 均 质 等 厚度 平板 (平面 图 形 )， 重 心 或 形 心 的 坐标 表达 式 为 

















[ea 
Ee 和 
| zdA 
i ms EA 
zc 于 
组 合 截面 形 心 坐标 的 公式 为 
FY Age 
二 二 
“24 
Be| 
Ya 


(2) 静 矩 
截面 图 形 对 于 y 轴 和 < 轴 的 静 逢 





更 证 莽 面 的 几何 性 质 

















加 若 截面 对 了 


Ss, = | zaA | 


六 三 Taa| 


i 图 形 的 形 心 华 标 也 可 以 表示 成 静 矩 的 形式 


S. = Ayc 


或 =A 








@ 截面 对 
(3) 惯性 矩 
截面 图 形 对 





在 














(4) 极 惯性 矩 


(5) 惯性 半径 


(6) 惯性 积 


截面 图 形 对 .=、 


名 极 惯性 矩 I 
于 零 。 

@ 如 果 
积 1 必 为 零 。 





到 











F 某 一 轴 的 静 矩 等 于 零 ， 则 该 轴 必 定 通过 截面 形 心 。 


于 通过 形 心 的 轴 的 静 矩 恒 等 于 零 。 


z 轴 和 yy 轴 的 惯性 矩 为 


I. = jx] 


i 三 | <a) 


下 一 | pd + dA=L+L, 


y 轴 的 惯性 积 为 
1, 一 | sydA 
Pr 和 惯性 矩 I. 、 了 恒 为 正 值 ， 而 惯性 积 I, 可 能 为 正 值 、 负 值 ， 也 可 能 等 


形 有 一 个 (或 一 个 以 上 ) 对 称 轴 ， 则 图 形 对 包含 此 对 称 轴 的 正 交 轴 系 的 惯性 


@ 整个 截面 图 形 对 某 一 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 等 于 各 个 简单 图 形 对 同一 轴 的 惯性 矩 和 


惯性 积 的 和 ， 即 


截面 图 形 对 某 


(7) 主 惯性 轴 
截面 图 形 对 某 
主轴 方位 角 为 





I= Ds 研一 SVs I, = WE, 
点 的 极 惯性 矩 等 于 各 个 简单 图 形 对 同一 点 的 极 惯性 矩 的 和 ， 即 


Ie= 2 Ts; 
=1 


对 坐标 轴 惯 性 积 为 零 ， 这 对 坐标 轴 称 为 该 图 形 的 主轴 。 








所 浊 刀 字 
ton? ——J 
(8) 主 惯性 矩 
截面 对 主轴 的 惯性 矩 称 为 主 惯 性 矩 。 
二 时 直上 
太一 一 
二 和 
= 





(9) 形 心 主轴 、 形 心 主 惯 性 矩 

当 一 对 主 惯性 轴 的 交点 与 截面 形 心 重 合 时 ， 则 称 这 一 对 主 惯性 轴 为 形 心 主 惯性 轴 ， 简 
称 形 心 主轴 。 截 面 对 这 一 对 轴 的 惯性 矩 称 为 形 心 主 惯性 矩 。 
上 述 平面 图 形 的 几何 性 质 都 是 对 确定 的 坐标 系 而 言 的 ， 静 矩 和 惯性 矩 都 是 对 一 个 坐标 
轴 而 言 的 ; 而 惯性 积 则 是 对 过 一 点 的 一 对 互相 垂直 的 坐标 轴 而 言 的 ; 极 惯 性 矩 则 是 对 某 一 
坐标 原点 而 言 的 。 

3， 知 识 要 点 

1) 平行 移 轴 公式 

同一 平面 图 形 对 于 平行 的 两 对 坐标 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 并 不 相同 。 

平行 移 轴 公 式 为 














-aA | 
w=1, tA 
1,=I. apay 


使 用 条 件 : 两 互 移 轴 必 须 平行 ， 且 两 轴 中 必须 有 一 轴 为 形 心 轴 。 

(1) 图 形 对 任意 轴 的 惯性 矩 等 于 图 形 对 于 与 该 轴 平 行 的 形 心 轴 的 惯性 矩 ， 再 加 上 图 形 
面积 与 二 轴 间 距离 平方 的 乘积 。 

(2) 图 形 对 任意 一 对 直角 坐标 轴 的 惯性 积 等 于 图 形 对 平行 于 该 坐标 轴 的 一 对 通过 形 心 
的 直角 坐标 轴 的 惯性 积 ， 再 加 上 图 形 面积 与 两 对 坐标 轴 之 间距 离 的 乘积 。 

因为 面积 恒 为 正 , 而 a? 和 六 恒 为 正 ， 故 自 形 心 轴 移 至 与 之 平行 的 其 他 任意 轴 时 ， 其 
惯性 矩 总 是 增加 的 ;而 自任 意 轴 移 至 与 之 平行 的 形 心 轴 时 ， 其 惯性 矩 总 是 减少 的 。 

因为 a 和 /为 原 坐 标 原点 在 新 坐标 系 中 的 坐标 ， 故 二 者 同 号 时 apA 项 为 正 值 ， 二 者 异 
号 时 为 负 值 。 所 以 ， 移 轴 后 的 惯性 积 有 可 能 增加 ， 也 有 可 能 减少 。 

2) 转轴 公式 




















L+L_L—lL, 


了 一 一 一 -= 


生 2 2 


1 =L E+ eos2a Tsinga 





cos2a+ I, sin2a 








Ta = sin2at Tcos2a 


式 中 , a 角 以 y 轴 为 始 边 并 以 逆 时 针 转 向 为 正 ， 反 之 为 负 。 





更 和 而 袖 面 的 几何 性 质 





3.1 什么 是 截 
惯性 矩 与 惯 色 


面 的 静 矩 ， 其 量 纲 是 什么 ?截面 对 什么 轴 的 静 和 矩 为 零 ? 什么 是 截面 的 
E 积 ， 它 们 的 量 纲 是 什么 ? 在 什么 情况 下 ， 截 面 的 惯性 积 为 零 ? 
3.2 如 何 


确定 组 合 截面 的 形 心 的 位 置 ? 什么 是 惯性 半径 ? 如 何 计 算 ? 
3.3 轴 惯 性 矩 与 极 惯性 矩 存在 何 种 关系 ? 
3.4 如 医 


么 ? 图 


























3. 19 所 示 , 图 (a)、(b) 中 阴影 面积 与 非 阴影 

















HI 
(c)、(d) 中 阴影 面积 I 与 了 的 S,，S: 有 什么 关系 ”为 什么 ? 


积 的 S: 有 什么 关系 ? 为 什 





图 3,19 思考 题 3.4 图 
上 题 图 3. 19(c) 、7d) 中 阴影 面积 工 与 工 的 惯性 矩 到 、 革 有 什么 关系 ? 惯性 积 了 
有 什么 关系 ? 

3.6 形 心 轴 与 形 心 主轴 有 何 区 别 ” 对 称 截 面 的 形 心 主轴 位 于 何 处 ? 

3.7 什么 是 平行 移 轴 公式 ?有 何 用 处 ? 





习 题 





求 图 3. 20 所 示 平 面 图 








形 的 形 心 坐标 yc。 
3. 21 所 示 图 形 阴 影 部 分 的 面积 对 x 轴 的 静 矩 S.。 
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图 3.20 习题 3.1 图 


图 3. 21 


习题 3. 2 图 



































3.3 求 图 3. 22 所 示 图 

3.4 如 图 

3.5 已 知 三 角形 截面 
和 矩 T 


图 3, 22 


和 矩 、 





习题 3.3 图 
3.6 如 图 3. 25 所 示 拢 
I 


形 对 = 轴 的 静 矩 S-， 并 确定 其 形 心 坐标 yc。 
3. 23 所 示 三 角形 ABC, 已 知 工 


bh i 
一 5 zz//xz1， 试 求 I 。 


的 底 和 高 为 5 和 hh， 如 图 3. 24 所 示 。 试 求 通过 形 心 轴 zc 的 惯性 





图 3.23 习题 3.4 图 图 3.24 习题 3.5 图 
截面 图 形 ， 试 求 图 形 中 阴影 部 分 的 面积 对 工 轴 、> 轴 的 惯性 





3.7 试 求 图 3. 26 所 示 


HH 
KD, 


b 


图 3.25 ”习题 3.6 图 





F 面 图 形 的 形 心 主 惯性 矩 。 








图 3.26 习题 3.7 图 
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扭 


交 地 


”教学 目标 ) 
掌握 扭矩 的 计算 和 扭矩 图 的 绘制 


了 解 薄 壁 圆 简 扭 转 时 的 切 应 力 、 切 应 力 互 等 定理 、 剪 切 胡 克 定律 
掌握 强度 计算 














掌握 刚度 计算 
了 解 非 圆规 面 杆 捏 转 的 概念 
Ma ) 
知识 要 点 能 力 要 求 相关 知识 

(1), 党 握 蕉 面 法 求 扭矩 的 步骤 四 

直 关 及 各 大 因 (2) .说 统 绘制 担 扰 图 人 
Q1) 了 解 切 应 力 静 力 学 的 概念 

薄 壁 加 简 担 转 (2) 了 解 切 应 力 互 等 定理 平衡 的 概念 
(2) 了 解 剪 切 胡 克 定 律 弹性 理论 

强度 计算 (1) 掌握 圆 轴 扭转 时 切 应 力 的 概念 微分 的 概念 
(2) 掌握 强度 条 件 的 应 用 极限 的 概念 

刚度 计算 (1) 掌握 圆 轴 扭转 时 的 变形 计算 微分 的 概念 
(2) 掌握 强度 条 件 的 应 用 极限 的 概念 











D>as 


杆 件 的 两 端 作用 大 小 相等 、 方 向 相反 且 作 用 平面 垂直 于 杆 件 轴线 的 力 偶 ， 致 使 杆 件 的 任意 两 个 横 截 
面 两 端 都 发 生 绕 轴线 的 相对 转动 ， 这 就 是 扭转 变形 

本 章 主要 研究 圆 轴 扭 转 时 模 截面 上 的 切 应 力 计 算 和 扭转 角 计 算 
圆 轴 扭转 时 的 强度 条 件 和 刚度 条 件 ; 为 此 ,首先 通过 薄 壁 圆 简 的 
扭转 ， 介 绍 两 个 基本 定理 (定律 ) 一 一 切 应 力 互 等 定理 和 剪 切 胡 克 
定律 。 

为 了 说 明 扭 转变 形 ， 以 汽车 转向 轴 为 例 ， 如 图 4.1 所 示 ， 轴 的 上 端 
受到 经 由 方向 盘 传 来 的 力 偶 作 用 ， 下 端 则 又 受到 来 自转 向 器 的 阻抗 力 偶 
作用 。 再 以 攻 丝 锥 的 受 力 情况 为 例 ， 如 图 4.2 所 示 ， 通 过 绞 丝 下 端 则 受 
到 工件 的 阻抗 力 偶 作 用 。 这 些 都 是 扭转 变形 的 实例 。 图 4.1 汽车 转向 轴 
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| 4. 1 外 力 偶 矩 的 计算 、 扭 矩 及 扭矩 图 


4.1.1 外 力 偶 矩 的 计算 


在 研究 杆 件 的 扭转 变形 时 ， 首 先 要 确定 作用 在 轴 上 的 外 力 偶 矩 及 横 稚 面 上 的 内 力 。 而 
作用 在 轴 上 的 外 力 偶 矩 往往 不 是 直接 给 出 的 通常 给 出 的 是 轴 所 传递 的 功率 和 轴 的 转速 。 
为 了 分 析 圆 轴 的 受 力 情况 ， 必 须 虹 出 功率 已 、 转 速 怀 及 处 故 偶 矩 M 之 间 的 关系 。 


在 工程 中 ,转速 n 的 单位 为 转 / 分 (r/min)， 轴 的 角速度 为 。 一 4 外 一 型 ， 外 力 偶 矩 M 
在 时 间 dt 内 转 过 的 角度 为 dp， 所 做 的 功 为 dW 二 Mdp， 于 是 功率 为 


























dt dt 30 
从 而 得 
M=—3P (4-1a) 
这 是 功率 PCW)、 转 速 xr/min) 与 外 力 偶 矩 MAIN，m) 之 间 的 基本 关系 式 。 
当 功率 用 kW( 千 瓦 ) 作 单位 时 ， 则 
M=9 549 二 (4-1b) 
当 功率 用 PS( 马 力 ) 作 单位 时 ， 则 
M=7 024 卫 (4-1c) 
由 此 可 见 ， 轴 所 承受 的 力 偶 矩 与 其 传递 的 功率 成 正比 ， 与 轴 的 转速 成 反比 ， 轴 在 传递 
同样 的 功率 时 ， 低 速 轴 所 受 的 力 偶 矩 比 高 速 轴 的 大 。 





4.1.2 扭矩 及 扭矩 图 


1. 扭矩 (Torque) 
确定 外 力 偶 矩 后 ， 便 可 以 用 截面 法 求 任意 横 截 面 上 的 内 力 。 如 图 4. 3(a) 所 示 的 圆 截面 
68 



































第 4 吝 ” 扭 转 


杆 在 两 个 等 值 反 向 的 外 力 偶 作 用 下 发 生 扭 转变 形 ， 为 了 确定 任意 一 模 截 面 mm 上 的 内 
力 , 沿 截 面 mn-m 假想 地 将 杆 截 开 , 保留 左 段 [图 4. 3(b)]， 作 用 在 左 段 上 的 外 力 只 有 一 
力 偶 M， 为 了 维持 平衡 ， 分 布 在 横 截 面 m-m 上 的 内 力 ， 必 然 构 成 一 个 内 力 偶 与 它 平衡 ， 
该 内 力 偶 矩 用 Mr 表示 ， 可 由 平衡 条 件 求 其 大 小 。 列 平衡 方程 

EM,=0, Mr 一 M=0 























可 得 
MT 一 M 
Mr 称 为 m 一 m 横 截面 上 的 扭矩 ， 它 是 该 截面 上 分 布 内 力 的 合力 偶 矩 。 
如 保留 右 段 [图 4. 3(c)]， 由 平衡 方程 也 可 求 得 m 一 m 截面 上 的 扭矩 ， 其 数值 与 取 左 
段 求 得 的 相同 ， 但 方向 相反 。 


大 m M m m M 
M, 
Y 本 Mr < 全 
/ Vk / \) 
m m 
(9) (b) (0) 


图 4.3 截面 法 求 轴 向 拉 伸 杆 件 的 内 力 

为 了 使 取 左 段 和 取 右 段 研究 时 ， 求 得 的 扭矩 不 仅 有 相同 的 数值 ， 而 且 有 相同 的 正 负 
号 。 对 扭矩 的 正 负 号 也 可 根据 变形 情况 作 如 下 规定 : 按 右手 螺旋 法 则 ， 把 扭矩 用 矢量 表 
示 ， 矢 量 背 离 截面 时 的 扭矩 为 正 ， 矢 量 指 向 截面 时 的 扭矩 为 负 。 根据 此 规则 ， 图 4. 3(a) 中 
mm 横 截 面 上 的 扭矩 无 论 是 取 左 段 还 是 右 段 ， 都 是 正 的 。 

2. 扭矩 图 (Torque Diagram) 

当 轴 上 同时 有 几 个 外 力 偶 作用 时 ， 则 不 同 输 段 上 扭矩 不 相同 。 为 了 表示 扭矩 随 横 截 面 
位 置 变化 的 情况 ， 可 以 作出 扭矩 图 ， 作 扭矩 图 的 方法 与 作 轴 力 图 类 似 。 

例 4.1 一 传动 轴 的 计算 简 图 如 图 4. 46a 所 示 ， 主 动 轮 A 输入 功率 为 P\ 王 36.8kW， 
从 动 轮 B、C、 态 的 输出 功率 分 别 为 Ps 二 Pc 二 11.0kW，Pp 王 14.8kW， 轴 的 转速 为 n 二 
300r/min。 试 作 该 传动 轴 的 扭矩 
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(b) Ms Mc Mr 





Mi{(N:m) 


(qd) 


350.1 





图 4.4 传动 轴 扭 矩 图 


解 : (1) 计算 作用 于 各 轮 上 的 外 力 偶 矩 


Pa c 36.8 
MA=9 549 EF 9 549X 300 


























1 171.3(N。m) 


Ps Er GO Re 
本 9 549 基 300 350.1(N。m) 








Ms 一 Me 一 9 549 


pe,) 14.8 
Mp=9 549 9 549X 300 


(2) 用 截面 法 计算 各 段 内 的 扭矩 。 在 BC 段 内 ， 沿 1 - 1 横 截 面 截 开 ， 取 左 段 为 研究 对 
象 ， 设 截 开 截面 上 的 扭矩 Mm 为 正 ， 如 图 4. 4(b) 所 示 ， 由 平衡 方程 
EM,=0, Mn+Ms=0 











471.1(N: m) 




















Mn 三 一 Ms 三 一 350. 1(N。m) 
得 Mn 是 负 值 ， 说 明 该 截面 上 扭矩 的 转向 与 假设 相反 ， 即 实际 该 截面 上 的 扭矩 为 负 。 
同 理 , 在 CA 段 内 ， 如 图 4. 4(c) 所 示 ， 由 平衡 方程 
>M.,=0, m+Mc+Ms=0 


得 
Mn 一 一 Ms 一 Me 一 一 700.2GN »ah) 
在 AD 段 内 [图 4.4(d)]， 由 平衡 方程 
EM,=0, —Mi tMp=0 
得 


Mn 一 Mo 一季 1 1(N。m) 
(3) 作 扭矩 图 。 以 平行 于 轴线 的 横 坐 标 表示 横 截 面 位 置 ， 以 垂直 于 轴线 的 纵 坐 标 表示 
对 应 横 截 面 的 扭矩 ， 画 扭矩 图 。 由 于 在 每 一 段 内 扭矩 是 不 变 的 ， 所 以 扭矩 图 由 三 段 水 平 线 
组 成 ， 如 图 4:4(8) 所 示 。 由 图 可 见 ， 绝 对 值 最 大 








-€ 人 一 人 一 一 太 的 扭矩 70052N nm 发生 在 中 间 段 内 。 
有 本 对 同一 根 轴 来 说 ， 若 把 主动 轮 A 安置 于 轴 的 
~ 二 器 ， 例 如 放 在 右 端 ， 则 轴 的 所 甜 图 如 图 4.5 所 
0 示 。 这 时 . 轴 的 绝对 值 最 大 扭矩 为 1171. 3N ， m。 
i 可 见 ， 传 动 轴 上 主动 轮 和 从 动 轮 安置 的 位 置 不 


同 ， 轴 所 承受 的 最 大 扭矩 也 就 不 同 。 两 者 相 比 ， 
显然 图 4.4 所 示 布 局 比较 合理 。 


| 4. 2 薄 壁 圆 简 的 扭转 


图 4.5 主动 轮 4 安装 在 右 端 时 轴 的 扭矩 图 


4.2.1 薄 壁 贺 简 扭转 时 的 切 应 力 


取 一 薄 壁 圆 简 ， 在 其 表面 画 上 若干 等 问 距 的 圆周 线 和 纵向 线 ， 形 成 许多 小 矩形 ， 如 
图 4. 6(a) 所 示 ， 然 后 ， 在 圆 简 的 两 端面 上 施加 一 对 大 小 相等 转向 相反 的 外 力 偶 ， 使 其 发 
生 扭转 变形 ， 如 图 4. 6(b) 所 示 。 在 小 变形 下 ， 可 以 观察 到 以 下 变形 现象 : 

(1) 各 圆周 线 的 形状 、 大 小 、 间 距 均 未 改变 ， 只 是 彼此 绕 轴线 发 生 了 相对 转动 。 

(2) 各 纵向 线 都 倾斜 了 相同 的 一 个 微小 角度 y， 原 来 的 小 矩形 变 成 平行 四 边 形 。 
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图 4.6 薄 壁 圆 简 的 扭转 变形 
根据 上 述 试验 现象 ， 现 在 来 分 析 薄 壁 圆 科 扭转 时 的 应 力 和 变形 。 


(1) 由 于 圆周 线 的 间距 不 变 ， 且 其 形状 和 大 小 也 不 变 ， 这 表明 横 截 面 和 纵向 截面 上 均 


没有 正 应 力 。 





(2) 用 横 截 面 和 直径 截面 从 简 中 取出 一 企 无 限 小 的 正六 面体 ， 称 为 单元 体 ， 如 网 4.6 
(d) 所 示 。 据 试验 知 ， 圆 简 扭转 时 ， 单 元 体 左 右 ( 或 上 下 ) 两 平面 会 发 生 相 对 错 动 ， 这 种 变 


量 )。 单 元 体 左右 两 平面 错 动 的 方向 垂直 于 横 截 面 半径 。 
(3) 单元 体 发 生 剪 切 变形 时 ， 其 左右 面 上 ( 即 薄 辟 











厚 很 洲 ， 可 认为 切 应 为 沿 壁 厚 均 布 。 切 应 为 的 方向 垂直 于 横 截面 半径 。 





圆周 和 壁 厚 均匀 分 布 。 








求 得 。 
即 由 
MT 一 2rr6rr 一 2rr26r 

得 

i Mr 

™ 2xr6 

扭转 角 ? 与 切 应 变 y 的 关系 ， 可 由 几何 关系 求 得 ， 由 图 4. 6(b) 可 见 
ee'=rg~ly 

则 得 

[A 


4.2.2 切 应 力 互 等 定理 (Shearing Stress Theorem) 


设 图 4. 6(d) 所 示 单 元 体 各 边 的 长 度 分 别 为 dz、dy 和 8。 由 前 面 分 析 知 


形 形 式 称 为 剪 切 ， 此 时 单元 体 的 直角 将 产生 微小 改变 ， 此 改变 量 y 称 为 切 应 变 ( 用 弧度 度 


圆 简 的 横 截 面 ) 上 必 有 切 应 力作 用 ， 
如 图 4.6(d) 所 示 。 由 于 各 纵向 线 倾角 相等 ， 圆 周 线 上 各 点 处 的 切 应 力 应 相同 ; 又 因 圆 简 壁 


综 上 所 述 薄 壁 圆 简 扭 转 时 ， 横 截面 十 将 产生 切 应 力 ， 其 方向 垂直 于 横 截 面 半径 ， 沿 


切 应 力 的 数值 ， 可 由 图 4. 6(c) 所 示 截 面 上 的 切 应 力 合成 结果 ， 即 扭矩 这 一 静 力 学 关系 


(4-2) 


(4-3) 


， 在 单元 体重 
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E 





直 于 工 轴 的 两 个 平面 上 有 切 应 力 r, 它们 组 成 一 个 顺 时 针 转 向 的 力 偶 ， 其 力 偶 窍 为 
(r6dy) d=， 这 个 力 偶 将 使 单元 体 发 生 顺 时 针 方 向 的 转动 。 但 是 ,实际 上 单元 体 仍 处 于 平 
衡 状 态 ， 所 以 在 单元 体 垂直 于 y 轴 的 两 个 平面 上 ， 必 然 有 切 应 力 = 存在 ， 并 由 它们 组 成 

一 个 逆 时 针 转 向 的 力 偶 ， 其 力 偶 矩 为 (rsdz)dy， 以 保持 单元 体 的 平衡 。 由 平衡 方程 
之 M: 一 0 得 




















(rt'6dr)dy— (rdy)dr=0 
可 得 
r= 
这 表明 : 在 单元 体 两 两 相 垂直 的 平面 上 ， 切 应 力 必 同时 存在 ， 且 它们 的 大 小 相等 ， 方 
向 同时 指向 (或 背离 ) 两 截面 的 交 线 。 这 个 规律 称 为 切 应 力 互 等 定理 。 这 种 在 单元 体 各 个 平 
上 只 有 切 应 力 而 无 正 应 力作 用 的 应 力 状态 称 为 纯 剪 切 (pure shear) 。 








甘 











4.2.3 剪 切 胡 克 定律 (Hooke'"s Law for Shear) 


通过 薄 壁 圆 简 扭 转 试 验 可 以 得 到 材料 在 纯 剪 切 下 切 应 力 与 切 应 变 间 的 关系 。 从 零 开始 


机 逐渐 增加 扭矩 Mr， 并 且 记 录 对 应 的 扭转 角 P， 然 后 按 
2 式 (4 一 2 和 式 (4- 3) 算 出 一 系列 的 r 和 y 的 对 应 数值 ， 


便 可 在 直角 坐标 系 中 画 出 r*-y 曲线 。 图 4. 7 所 示 为 低 
碳 钢 材料 的 rz-y 有 曲线。 由 试验 结果 可 知 ， 当 切 应 力 不 
超过 材料 的 剪 切 比例 极限 时 ， 切 应 力 与 切 应 变 之 间 成 
正比 关系 ， 如 图 和 7 中 的 直线 部 分 。 这 一 关系 称 为 前 
切 胡 克 定律 ， 其 表达 式 为 
7 z 一 CGXY (4-4) 
图 4.7 低 碳 钢 杞 转 时 的 +-7 曲线 式 中 ,“G 为 材料 的 剪 切 弹性 模 量 或 切 变 模 量 ， 它 表示 
材料 抵抗 剪 切 变形 的 能 力 ， 其 量 纲 与 应 力 相同 。 
到 目前 为 止 ， 已 知 材料 的 三 个 弹性 常数 ， 弹 性 模 量 EE， 切 变 模 量 G， 泊 松 比 j。 一 般 
来 说 ， 材 料 的 弹性 常数 要 通过 试验 确定 。 理 论 和 试验 均 可 证 明 ， 对 于 各 向 同性 材料 来 说 ， 
三 个 弹性 常数 之 问 存在 下 列 关 系 














下 一 
6 一 2 (4-5) 


所 以 ， 只 要 知道 其 中 的 任意 两 个 弹性 常数 ， 就 可 确定 第 三 个 弹性 常数 。 





| 4. 3 圆 轴 扭 转 时 的 应 力 和 强度 计算 


4.3.1 圆 轴 扭转 时 横 截 面 上 的 切 应 力 


分 析 圆 轴 扭 转 时 模 截面 上 的 应 力 ， 需 综合 考虑 变形 几何 关系 、 物 理 关 系 和 静 力 学 关系 
三 个 方面 。 
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第 4 理 ”扭转 


1. 几何 关系 (Geometrical Relationship) 

先 在 圆 轴 表 面 画 上 许多 圆周 线 和 纵向 线 ， 形 成 许多 小 矩形 ， 如 图 4. 8(a) 所 示 。 捏 转 后 
可 观察 到 与 薄 壁 圆 简 扭转 相同 的 变形 现象 : 即 各 圆周 线 的 形状 、 大 小 和 间距 均 未 改变 ， 仅 
绕 轴线 作 相对 转动 ; 各 纵向 线 倾斜 了 同一 微小 角度 Y， 仍 近似 为 直线 ， 如 图 4. 8(b) 所 示 。 























(a) (b) 


图 4.8 圆 轴 的 扭转 变形 


根据 观察 到 的 表面 变形 现象 ， 可 假设 ， 圆 轴 的 横 截面 “在 扭转 后 仍 保持 为 平面 ， 其 形 
状 和 大 小 不 变 ， 半 径 仍 保持 为 直线 。 这 就 是 圆 轴 扭 转 时 的 平面 假设 。 按 照 这 一 假设 ， 在 贺 
轴 扭转 变形 时 ， 各 横 截 面 就 像 刚性 平面 一 样 ， 绕 轴线 旋转 了 一 个 角度 。 

由 此 可 以 推论 ， 圆 轴 扭 转变 形 时 横 截 面 上 不 存在 正 应 力 ， 只 有 切 应 力 ， 其 方向 与 所 在 
垂直 ， 上 且 与 扭矩 Mr 的 转向 一 致 。 下 
如 图 4. 9(a) 所 示 ， 用 相距 为 dz 的 两 个 各 截面 以 及 夹 角 很 小 的 两 个 径 向 截面 ， 从 轴 中 
截 出 一 模 形 体 ， 如 图 4. 9Cb) 所 示 设 其 左右 两 横 截 面相 对 扭转 角 为 4p， 距 圆心 为 p 的 g 
点 的 切 应 变 为 汶 ， 根 据 式 (4 二 3) 有 | 





%=p 碧 人 (4- 6a) 


式 中 ， 句 称 为 单位 长 度 捏 转角 。 一 般 与 横 蕉 面 的 位 置 有 关 ， 但 对 于 一 个 给 定 的 机 截面 为 
常量 。 IN 














图 4.9 圆 轴 扭转 时 的 切 应 力 与 切 应 变 


2. 物理 关系 (Physical Relationship) 
根据 剪 切 胡 克 定律 ， 在 弹性 范围 内 





t=GY 


73 








将 式 (4-6a) 代 入 上 式 ， 得 
t=Gp 旦 (4-6b) 
式 (4- 6b) 表明, 横 截 面 上 任意 点 的 切 应 力 mx 与 该 点 到 圆心 的 距离 p 成 正比 。 因 而 ， 
所 有 与 圆心 等 距离 的 点 ， 其 切 应 力 均 相同 ， 且 切 应力 的 方向 与 半径 相 垂直 。 实 心 圆 轴 横 截 
面 上 的 切 应 力 分 布 规律 如 图 4. 10 所 示 。 
3. 静 力 学 关系 (Static Relationship) 


如 图 4. 11 所 示 ， 贺 轴 横 截面 微 面积 dA 上 的 微 内 力 为 wdA， 它 对 圆心 的 微 力 矩 为 
mdAp。 整 个 横 截 面 上 所 有 微 力 矩 之 和 应 等 于 该 截面 上 的 扭矩 Mr。 即 
































图 4.10 切 应 力 分 布 规律 < “图 4.11 圆 轴 切 应 力 的 计算 
a weN 、dp 2 1A _ def ， _ 
Mr eos |c Te A G Sh (4- 6c) 
令 丰 一 | prdA ， 称 为 要 截面 的 极 惯性 矩 、 将 其 代入 式 (0) 得 


yr Ny 
Me 2 dz 





dp_ Mr 
dr GIlp 
式 (4- 6d) 表 示 单位 长 度 扭转 角 与 扭矩 间 关系 ， 是 计算 圆 轴 扭转 角 的 基本 公式 。 将 该 式 代 
人 式 (4 -6b)， 即 得 圆 轴 扭转 时 横 截 面 上 任 一 点 处 切 应 力 的 计算 公式 。 即 
5 
显然 ， 当 po=0 时 ,zt 二 0; 当 p 王 pwx 二 R 时 , 切 应 力 有 最 大 值 
MR 


Timax Ts 





(4-6d) 


(= 人 


令 
Ww 
则 上 式 可 改写 为 
一 Mr 
mW 
式 中 ,Wr 为 抗 扭 截面 系数 (section modulus under torsion) 。 


(4-8) 
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和 


式 (4-7) 及 式 (4-8) 是 在 平面 假设 的 基础 上 并 应 用 了 剪 切 胡 克 定律 推导 出 来 的 ， 故 只 
适用 于 圆 轴 (空心 或 实心 )， 且 只 有 当 其 res 不 超过 材料 的 比例 极限 时 方 可 应 

4. 极 惯性 矩 和 抗 扭 截面 系数 

极 惯性 和 矩 下 和 抗 扭 截面 系数 Wh 可 按 其 定义 通过 积分 求 得 。 下 面 介绍 其 计算 方法 。 

对 于 实心 圆 轴 [图 4. 12(a)]， 可 在 横 截 面 
上 上 距 圆心 为 o 处 取 厚 度 为 dp 的 环形 面积 作为 微 
面积 dA， 于 是 dA 王 2xodo， 从 而 可 得 实心 圆 截 
面 的 极 惯性 矩 为 
学 扭 截面 系数 为 

































































(a) 


I _xD’ hE 
?一 PD/2 一 16 人 用 小 12 求 极 惯性 矩 


如 为 空心 圆 轴 [图 4. 12(b)]， 则 有 ,YON 


2 
2 和 Dad' rrD' 4 
I | dA | 2xpdp So 32 32 Cl 


式 中 ,a 一 车 为 空心 国 轴 内 外 径 之 比 。 空 公国 轴 被 面 的 抗 担 蕉 而 系数 为 


| 六 = 开 (a < 
极 惯性 矩 I 的 量 纲 是 长 度 的 四 次 方 ， 常用 单位 为 mm 或 m'。 抗 扭 截 面 系数 W 的 量 
纲 是 长 度 的 三 次 方 ， 常 用 单位 为 mm 或 mm。、” 六 


志 

















4.3.2 国 轴 扯 转 时 的 强度 计算 


对 于 受 多 个 外 力 偶 作用 的 等 直 国 轴 ， 最 大 切 应 力 发 生 在 最 大 扭矩 Mr 所 在 截面 的 
边 各 点 处 。 为 了 保证 轴 能 正常 工作 ， 必 须 使 其 工作 时 的 最 大 切 应 力 zx 不 超过 材料 的 许 
切 应 力 [r]， 于 是 等 直 圆 轴 扭 转 时 的 强度 条 件 为 


M 
rum —W < [Lr] (4-9) 


对 于 阶梯 轴 ， 因 为 各 段 Wp 不 同 ， 所 以 rs 不 一 定 发 生 在 Mn， 必须 综合 考虑 Wo 及 
Mr 两 个 因素 来 确定 。 
许 用 切 应 力 [rj] 可 据 静 荷载 下 薄 壁 圆 简 扭 转 试验 来 确定 。 
20mm 例 4.2 图 4.13 所 示 圆 轴 ， 直 径 4 二 
3kNm 5kNm 2kNam 60mm、 试 求 1 -1 截面 上 点 的 切 应 力 。 
解 : 1- 1 截面 的 扭矩 为 Mr 一 一 2kN *m。 
1- 1 截面 上 开 点 的 切 应 力 为 
Mrp_ Mip _2X10™X20X107™ 
并 Ww Ip xdi/32 AX0. 06:/32 
图 4.13 圆 轴 扭 转 =31. 4(MPa) 


| 
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LE 





计算 切 应 力 时 ,扭矩 Mr 以 绝对 值 代入 。 因 为 切 应 力 的 正 、 负 无 实用 意义 ， 一 般 只 计算 其 
绝对 值 。 

例 4.3 图 4.14(a) 圆 轴 受 力 如 图 , 已 知 直径 4 二 60omm， 材料 的 许 用 切 应 力 [rj 二 
100MPa。 试 校 核 该 轴 的 强度 。 














2kN-m 6kN-m lkN-m 3kN-m 
A B 心 : D 
(a) (b) 
图 4.14 圆 轴 扭 转 








解 : (1) 绘制 扭矩 图 。 贺 轴 的 扭矩 图 如 图 4. 14(b) 所 示 z 由 图 可 知 ， 圆 轴 的 最 大 扭矩 
为 Mrwx 二 4kN ，m。 Ne、 
(2) 强度 校 核 , 站 
Mr _16Mr_ 16X4X10 


Tw Wp rnd’ xX60 x 103 #94. 4(MPa)<[r] 








一 例 4.4 如 图 4.15 所 示 ， 阶 梯形 圆 轴 直径 
分 别 为 di 二 460mm，d; 二 70mm， 轴 上 装 有 三 
个 带 轮 ,已 知 由 轮 3 输入 的 功率 为 P; 一 
30kW: 轮 工 轮 2 的 输出 功率 分 别 为 P = 
13kW、 P= 二 17kW， 轴 的 转速 n= 二 200r/min， 

志和 烤 料 的 许 用 切 应 力 [rj] 二 60MPa。 试 校 核 轴 的 
强度。 





图 415 阶梯 形 圆 轴 扭 转 
























































解 : (1) 计算 扭矩 

AC 段 MT 一 Mi 9 549 卫 9 549X 13 621(N. m) 
n 200 

| 问 30 省 

BD 上 段 Mm =M;=9 549 9 549X 1 432(N。my) 
n 200 

(2) 强 度 校 核 

4 Mr _ 16Mmn 16X621 

AC 段 rz 一 一 Ad — AXA0 X10™ 49. 4(MPa)<[r] 

MT 16Mr» 16X1 432 
BD 段 ren We rd X70 KIO 21. 3(MPa)<[r] 
故 强度 足够 。 


例 4.5 已 知 解放 牌 汽车 传动 轴 如 图 4. 16(b) 所 示 ， 传 递 的 最 大 扭矩 M 王 1930N。m， 
传动 轴 用 外 径 D=89mm， 壁 厚 9 一 2. 5mm 的 无 颖 钢管 做 成 ， 材 料 为 20 钢 ， 其 许 用 切 应 力 
[dj 二 70MPa。(1) 试 校 核 轴 的 强度 。(2) 如 将 传动 轴 改 为 实心 轴 ， 试 在 相同 条 件 下 确定 轴 
的 直径 。(3) 比 较 实心 轴 和 空心 轴 的 质量 。 

解 : (1) 校 核 传动 轴 的 强度 。 由 已 知 条 件 可 得 传动 轴 内 径 为 
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动 部 扭转 

















(a) (b) 
图 4.16 汽车 传动 轴 扭 转 


d=D—26=89 一 2X2.5=84(mm) 





























空心 圆 轴 内 外 径 比 为 
=4=84— 
a=f =85—=0. 944 
代入 强度 条 件 式 (4- 9)， 得 
Mr Mr 16X1 930 
Wh Da) X89 X10 xX(1 0 da) 007MPa) SLr] 


16 
所 以 该 轴 的 强度 是 足够 的 。 
(2) 确定 实心 轴 的 直径 。 若 实心 轴 与 空心 轴 的 强度 相同 ， 则 两 轴 的 抗 扭 截面 系数 应 相 
等 。 设 实心 轴 的 直径 为 D, ， 则 由 


可 得 
.DD .Ya =89 X0944 =53(mm) 
(3) 比较 空心 轴 与 实心 轴 的 质量 。 两 币 的 材料 和 长 度 相同 ， 它 们 的 质量 之 比 就 等 于 横 
截面 面积 之 比 、 则 有 





























ZA 
bh_40 0) Dg gag sl 
A py Dr 3 0 
4 1 


可 见 ， 在 其 他 条 件 相同 的 情况 下 ， 空 心 轴 的 质量 仅 为 实心 轴 质 量 的 31%， 节 省 材料 的 
效果 明显 。 这 是 因为 切 应 力 沿 半径 呈 线 性 分 布 ， 实 心 轴 圆 心 附近 处 应 力 较 小 ， 材 料 示 能 充 
分 发 挥 作 用 。 改 为 空心 轴 相 当 于 把 轴 心 处 的 材料 移 向 边缘 ， 从 而 提高 了 轴 的 强度 。 








| 4. 4 圆 轴 扭 转 时 的 变形 和 刚度 计算 


4.4.1 圆 轴 扭 转 时 的 变形 














1 式 (4 一 6d)， 即 星 一 全 可 求 得 相距 为 dz 的 两 横 截面 间 的 相对 扭转 角 为 























0 全 
积分 便 得 相距 为 ! 的 两 横 截 面 间 的 扭转 角 
v= |dp = | 源 上 (4-10) 


对 于 等 截面 圆 轴 在 两 端面 上 受 外 力 偶 作 用 的 情况 ， 在 长 度 ! 上 Mr、G、 严 均 为 常量 
则 两 端面 间 的 扭转 角 为 





_Mr/ 
? GCT 
式 中 ，G7 反映 了 截面 抵抗 扭转 变形 的 能 力 ， 称 为 截面 的 抗 扭 刚度 。GT 越 大 ， 则 扭转 角 
9 就 越 小 。 扭 转角 的 单位 是 弧度 。 
若 在 两 横 截 面 之 间 的 扭矩 Mr 或 抗 扭 刚 度 GI 为 变量 时 ， 则 应 通过 积分 或 分 段 计算 ; 乒 
各 段 的 扭转 角 ， 然 后 代数 相 加 。 





(4-11) 


4.4.2 辆 轴 扭 转 时 的 刚度 计算 AN 


机 器 中 的 某 些 轴 类 零件 ， 除 应 满足 强度 要 求 外 ， 对 其 扭转 变形 还 应 加 以 限制 ， 即 还 要 
满足 刚度 要 求 。 例 如 ， 车 床 主轴 的 扭转 角 过 天 ,> 会 引起 较 大 的 振动 ， 影 响 被 加 工 工件 的 表 
面 粗糙 度 值 。 对 于 精密 机 械 ， 刚 度 要 求 往往 起 着 主要 作用 。 

从 式 (4- 11) 可 以 看 出 ，9 的 大 小 与 7 的 长 短 有 关 。 为 也 消除 长 度 ! 的 影响 ， 工 程 中 采 
用 音信 长度 的 转角 (ongle fist ber mi length) 来 天 未 手 转 变形 程度 ， 由 式 (4- 6d) 
可 得 




















dp Me 
2、 9 一 ps. Be (4- 12a) 

多 的 单位 为 弧度 / 沙 (radymn) 工程 中 常用 度 ) 汪 (yay。 由 于 1 弧度 180 所 以 
‘= Mel (4- 12b) 


9 dr Gl x 

对 圆 轴 进 行 刚度 计算 时 ， 要 求 其 单位 长 度 的 最 大 扭转 角 p's 不 超过 单位 长 度 的 许 用 扭 
转角 [8 ]， 故 刚度 条 件 为 

pe XI 各 (4—13) 

Se YW 六" 二 许 用 扭转 角 [gw] 的 数值 ,根据 荷载 性 质 、 生 产 要 求 

4 ”和 不 同 的 工作 条 件 等 因素 确定 。 在 一 般 情况 下 ， 对 精密 机 


























1 5 E 于 械 的 轴 ， 取 [g] 一 0.15 一 0.50Vmi 一 般 传动 轴 ， 取 
Fp] 一 0.5°~1.0%/ms 精密 度 较 低 的 轴 ， 可 取 [g] 一 
2kNm 1.0" 一 2.5"/m。 上 有 具体 的 数值 可 查阅 有 关 资 料 和 手 


例 4.6 图 4.17(a) 中 钢 制 圆 轴 的 直径 4d 二 70mm， 
TEN 材料 的 切 变 模 量 G 一 80GPa， 单 位 长 度 圆 轴 的 许 用 扭转 角 
中 [g] 一 0.8"/m。(1) 试 求 A、C 两 截面 的 相对 扭转 角 ; 
图 4.17 钢 制 贺 轴 扭转 (2) 校 核 此 轴 刚 度 。 


























CL 








解 : (1) 计算 扭矩 ， 画 扭矩 





。 由 截面 法 求 得 AB、BC 两 段 的 扭矩 分 别 为 





Mn 
作出 扭矩 图 ， 如 图 4. 17(b) 所 示 。 


(2) 求 A、C 两 横 截 面 的 相对 


然后 求 其 代数 和 。 由 式 (4- 11) 得 


一 2kN。m， 


Mn 一 一 IkN。m 





扭转 角 pxe 。 两 段 轴 扭 矩 不 同 ， 应 分 段 计算 we 和 gm， 






































Man!l 2X10:X0.6X32 a 
Yo 一 Gl, 80Xi0 XiXd0 X10 0. 373X10 (rad) 
Mels_ _ —1X10:X0.4X32 二 
pe Gh “0x10 xix X10 0 124X10 (rad) 
因而 有 
pac =png + pie =0.373X10-—0. 124X10 一 一 0.249X10-?(rad) 
(3) 校 核 刚度 。AB 段 扭矩 Mr 大 于 BC 段 的 扭矩 Mm， 园 民 并 核 AB 段 刚度 。 由 式 
(4-13) 得 SA 
，_Mn 、180 2X103X32 18g0r 
pron — Pn on™ n 80X10 a Jo Sn -0. 356(/m)<[9] 
此 轴 满 足 刚度 条 件 。 
例 4.7 某 机 器 的 传动 轴 如 图 4. 18(a) 所 未。 已 疝 [rJ=40MPa, [yg'J=0.3"/m, G= 
80GPa， 传 动 轴 转 速 n 二 300r/min， 主 动 轮 输入 功率 P, 二 367kW， 三 个 从 动 轮 输出 功率 分 


别 为 P==P; 二 110kW，P, 二 147kW。 ` 试 设计 轴 的 直径 。 











解 : (1) 计算 外 力 偶 矩 








7.5x103Nm 


4.18 某 机 器 传动 轴 扭转 














Mi=9 549 全 =9 549X367=—11. 68X10:(N. m) 
300 
一 M 9 549 呈 9 549x 直 9 3.50X10°(N . m) 
M,=9 549 Br—9 549X5=4. 68X10(N 。m) 














(2) 作 扭 矩 图 。 用 截面 法 求 得 BC、CA、AD 各 段 的 扭矩 分 别 为 
Mn 一 一 M 一 一 3.50X10CN。m) 
Ms=—M;—M;=—7.0X10(N. m) 
Mrs=M,=4. 68X10°(N. m) 
作出 扭矩 图 如 图 4. 18(e) 所 示 。 从 扭矩 图 上 可 以 看 出 ，| Mr | 一 7.0X10N me。 
(3) 确定 直径 d。 按 强度 条 件 式 (4- 9) 得 


16[Mr [ws_ /16X7.0X10 
dy re] nX40X10° 


按照 刚度 条 件 式 (4- 13) 得 


LV [7.0X10 X180X32 
Gly jr 80X10’ X0. 3X3.14° 


为 了 同时 满足 强度 和 刚度 要 求 ， 最 后 选取 轴 的 直径 d=115mm; | 


























0.096(m)=96(mm) 

















0.115(m)=115(mm) 


| 4.5 辆 加 镇 转 时 的 这 能 


圆 轴 为 等 直 圆 杆 。 当 圆 杆 扭转 时 ， 本 内 答 入 应 变 能 由 于 杆 件 各 截面 上 的 扭矩 可 能 
变化 ， 同 时 ， 横 截 面 上 各 处 的 切 应 力也 随 该 点 到 圆心 的 距离 而 变化 ， 因而 对 于 杆 内 应 变 能 
的 计算 ， 应 先 求 出 纯 剪 切 应 力 状态 下 的 应 变 能 。 

图 4. 19 所 示 单 元 体 ， 处 于 纯 剪 切 应 力 状态 下 ， 设 浴 大 柚 面 辐 定 ， 则 单元 体 在 变形 后 
右 侧面 将 向 下 移动 ydz。 由 于 切 应 变 y 很 小 ， 因此 ,在 变形 过 程 中 ， 上 、 下 两 面 上 的 外 力 
将 不 做 功 ， 只 有 由 侧面 上 的 外 力 rdydz 对 相应 的 位 移 ydz 做 功 。 当 材料 在 线 弹 性 范围 内 工 
作 时 ， 单 元 体 - 他 

dW 一 二 (rd da = 地 ry(drdyd:) 








图 4.19 单元 体 上 外 力 的 功 




















1 于 单元 体内 所 储存 的 应 变 能 dV. 数值 上 等 于 dW ， 于是， 可 得 单位 体内 的 应 变 能 即 
应 变 能 密度 * 为 
1 剪 切 胡 克 定律 ，t 二 GY， 上 式 又 可 写成 








更 部 3 扭转 


Pm 运 
“一 下 (4- 14b) 
或 
一 (4—14c) 


求 得 纯 剪 切 应 力 状 态 下 的 应 变 能 密度 v. 后 ， 等 直 圆 杆 在 扭转 时 储存 在 杆 中 的 应 变 能 
V. 即 可 由 积分 计算 。 


V.= | ear = | | aaadz (4 1 


式 中 , V 为 杆 的 体积 ，A 为 杆 的 横 截 面 面 积 ，! 为 杆 长 。 
若 等 直 圆 杆 的 两 端 受 外 力 偶 矩 M. 作用 而 发 生 扭 转 [图 4 20(a)]， 则 可 将 代入 式 (4- 14b)， 


其 中 的 切 应 力 = 学力 。 册 于 杆 任 一 模 蕉 面 上 的 所 逢 Mr 均 相同 二 因此 ， 杆 内 的 应 变 能 为 


























图 4.20 扭转 角 es 
TS 下 ML 
V.= 川 ,大 4 一 让 ( 将) Pd44 一 5 人 
由 于 Mr 一 M.， 上 式 又 可 写成 
_ Me/ 本 
V: 一 2 (4-16b) 
又 几 相 对 扭转 角 9 一 芝 开 ， 杆 的 应 变 能 V. 也 可 改写 成 用 相对 扭转 角 的 表达 形式 
Gls 
V.= D1 9 (4-16c) 











以 上 应 变 能 表达 式 也 可 利用 外 力 功 与 应 变 能 数值 上 相等 的 关系 ,直接 从 作用 在 杆 端的 
外 力 偶 矩 M. 在 杆 发 生 扭转 过 程 中 所 做 的 功 W 算得 。 当 杆 在 线 弹性 范围 内 工作 时 ， 截 面 也 
相对 于 A 的 相对 扭转 角 p 与 外 力 偶 矩 M. 在 加 载 工程 中 成 正比 ， 如 图 4. 20(b) 所 示 ， 仿照 
轴 向 拉 伸 、 压 缩 的 应 变 能 中 所 用 方法 ， 即 可 推导 出 以 上 应 变 能 表达 式 。 





























| 4. 6 圆 轴 扭 转 时 的 超 静 定 问题 


扭转 时 的 超 静 定 问题 解法 ， 和 拉 伸 、 压 缩 时 超 静 定 问题 解法 相同 ， 同 样 是 综合 考虑 几 
81 


E 


何 关系 ,物理 关系 和 静 力 平衡 方程 。 下 面 通 过 一 个 例题 来 说 明 其 解法 。 
例 4.8 两 端 固定 的 圆 截面 杆 AB， 在 截面 C 处 受到 一 扭转 力 偶 和 矩 M. 作用 ， 如 
图 4. 21(a) 所 示 。 已 知 杆 的 扭转 刚度 为 CPP ， 试 求 杆 两 端的 支 反 力 偶 矩 。 



































图 4.21 圆 截面 杆 扭转 、 


解 : 有 2 个 未 知 的 支 反 力 偶 矩 ， 而 静 力 平衡 方程 具有 1 个 ， 故 为 一 次 超 静 定 问题 。 

设想 固定 端 刀 为 多 余 约束 ， 解 除 后 加 上 相应 的 多 余 未 知 力 偶 矩 Ts， 得 基本 静 定 系 ， 
如 图 4. 21(b) 所 示 。 有 

(1) 列 平衡 方程 。 研究 AB 杆 祥 受 力 分 析 如 图 4. 21(G) 所 示 。 于 是 平衡 方程 为 

了 AM*=0，T 十 Te 一 MO (a) 

(2) 变形 几何 关系 M. 单独 作用 时 在 C 处 引起 扭转 角 pce， 同时 也 使 B 端 作 刚 性 转 
动 ， 其 转角 gs 二 ge 二 图 4.21(d)]; Ts 单独 作用 时 在 B 处 引起 扭转 角 pm [图 4.21(e)]。 
由 于 B 端 原来 是 固定 端 ， 所 以 其 扭转 角 等 于 零 , 即 











9 二 下 和 半 pm 一 0 (b) 
M: TW > 
其 中 ,gc. 一 G 必 ， qiw 一 一 GE。 代入 (b) 式 ， 得 补充 方程 
Jlp Tlp 
Ma_Tal_ 
Gl GI (© 
联 立 (a)、(c) 得 
ML M. 
We 


结果 为 正 ， 表 明 原来 所 设 的 方向 是 正确 的 。 
| 4. 7 非 圆 截面 杆 扭转 的 概念 


以 前 各 节 讨 论 了 圆 形 截面 杆 的 扭转 ， 但 有 些 受 扭 杆 件 的 横 截面 并 非 圆 形 。 例 如 农业 机 
械 中 有 时 采用 方 轴 作 为 转动 轴 ， 又 如 曲轴 的 曲柄 承受 扭转 ， 而 其 横 截 面 是 矩形 的 。 

圆 形 截面 杆 扭转 时 的 应 力 和 变形 的 计算 公式 ， 是 根据 试验 现象 作 了 平面 假设 得 到 的 ， 
但 是 在 研究 和 矩形 截面 杆 的 扭转 时 ， 通 过 类 似 的 试验 观察 到 所 有 的 横 截 面 在 扭转 后 不 再 是 了 




















局 


第 4 吝 - 扭 转 





面 。 例如， 图 4. 22(a) 所 示 的 矩形 截面 杆 ， 变 形 前 在 其 表面 刻 上 一 系列 纵向 直线 和 横向 直 
线 ,扭转 变形 后 可 以 看 到 ， 所 有 横向 直线 都 变 为 曲线 [图 4. 22(b)]， 这 说 明 原来 为 平面 
的 横 截面 ， 变 形 后 成 为 曲面 ， 即 截面 上 的 各 点 在 发 生 横向 位 移 的 同时 还 发 生 纵向 位 移 ， 而 
纵向 位 移 可 能 引起 正 应 力 。 这 种 现象 称 为 旋 曲 ， 凡 是 非 圆 截面 杆 在 扭转 时 都 会 发 生起 曲 。 




















(a (b) 
图 4.22 矩形 截面 杆 扭转 


非 圆 截 面 杆 的 扭转 可 分 为 自由 扭转 (free torsion) 和 约束 扭转 (constraint torsion) 。 若 
杆 件 各 横 截 面 的 普 曲 都 相同 ， 即 杆 的 纵向 线段 昌 有 纵向 位 移 但 其 长 度 无 变化 ， 因而 横 截 面 
上 无 正 应 力 而 只 有 切 应 力 。 这 种 情况 称 为 自由 扭转 ， 否 则 为 约束 扭转 。 等 直 杆 两 端 无 约束 
并 受 一 对 平衡 力 偶 矩 作用 的 情况 就 属于 自由 扭转 。 | 

由 于 和 矩形 截面 杆 在 扭转 时 横 截 面 发 生 帮 曲 而 变 为 册 面 ， 而 对 曲面 作 简单 的 假设 是 困难 
的 ， 因 此 用 材料 力学 的 方法 不 能 解决 这 一 问题 ,而 必须 用 弹性 力学 的 方法 来 解决 。 下 面 仅 
将 矩形 截面 杆 在 自由 扭转 时 ， 由 弹性 力学 研究 的 主 主要 结果 简 述 如 下 。 

(1) 和 矩形 截面 杆 在 自由 扭转 时 ， - 横 截 面 | 轧 。 < 
正 应 力 。 

(2) 周边 上 各 点 的 切 应 六 的 方向 与 周边 平行 : 闪 寻 区 赴 EE 
各 点 的 切 应 力 垂直 对 称 轴 ~ 如 图 4. 23 所 示 。 A 

(3) 在 截面 中 心 和 四 角 点 处 ， 切 应 力 为 零 。 fam 

(4) 最 大 切 应 力 jme 发 生 在 截面 长 边 的 中 点 处 。 此 外 ， 短 边 
的 中 点 处 切 应 力也 较 大 ， 它 们 分 别 为 





























i -2 入 -多 (4-17) 
于 一 YE “18) 图 二 23 短 形 截面 杆 应 力 

式 中 ，W 二 ahb?*， 称 为 杆 件 的 抗 扭 截面 系数 。 全 
强度 条 件 为 

二 六 一 <[o] (4-19) 
杆 件 两 端 相对 扭转 角 的 计算 公式 为 

Mr Ml 

6 (4~ 20) 

式 中 ,GI 二 GBhw*， 称 为 杆 件 的 抗 扭 刚度 。 

单位 长 度 扭转 角 为 

, M: _M: 

9 Gg GL 《和 一 21》 
刚度 条 件 为 








RD (4-22) 











若 采 用 工程 单位 制 ， 则 刚度 条 件 为 
,一 180 > 


& x <e] (4-23) 
a、B、v 是 一 个 与 比值 hi/5b 有 关 的 系数 ， 已 列 人 表 4 -1 中。 
表 4-1 德 形 截面 杆 自 由 扭转 时 的 
h/b | 1 和 1.5 2.0 2.5 3.0 4.0 6.0 8.0 10.0 























a 0.208 | 0.219 | 0.231 | 0.246 | 0.258 | 0.267 | 0.282 | 0.299 | 0.307 | 0.313 | 0.333 





Bp 0.141 | 0.166 | 0.196 | 0.229 | 0.249 | 0.263 | 0.281 | 0.299 | 0.307 | 0.313 | 0. 333 





vy 1.000 | 0.930 | 0.858 | 0.796 | 0.767 | 0.753 | 0.745 | 0.743r| 0.743 | 0.743 | 0.743 



































当 A/p>10， 截 面 成 为 狭长 矩形 。 这 时 ，w 一 =p~ 汪 。 加固 3 直 示 钦 长短 形 的 短 后 边 的 长 





度 ， 则 式 (4- 17) 和 式 (4- 20) 化 为 , 六 二 
gs 芭 (4-24) 
于 (4-25) 

G 了 /6 








二 4 000N .m 作用 ， 其 权 截 而 
尺寸 为 二 100mm, 5b 二 50mmi， 长 度 为 /=2m。 已 知 烤 料 的 许 用 切 应 力 [rj=120MPa, 许 
用 单位 长 度 扭转 角 [8 J /m， 切 变 模 量 . G=80GPa。 试 校 核 该 杆 的 强度 和 刚度 。 
解 : 由 截面 法 求 得 扭矩 为 Mr 二 M. 二 4000N ，m。 由 如 二 地 二 2， 查 表 4.1 知 : a= 
0, 246, B=0. 20。 于 是 由 式 (4- 19) 和 式 (4- 23) 分 别 求 得 
4 000 


例 4.9 一 矩形 截面 等 直 轴 秆 、 “承受 一 对 外 力 偶 答 怀 


























T ce 
rn pb 06-246X0. 1X0.057 65(MPa)<[r] 
,_180°、 Mr _ 180° 4 000 yi . 
.92 Ca 
nr GRD nr ~80X10 X0249X0.1X0.05 0 C/m<[p] 


以 上 结果 表明 ， 杆 满足 强度 条 件 和 刚度 条 件 。 
小 结 


1. 外力 偶 矩 ， 扭矩 及 扭矩 图 
功率 P、 转 速 及 外 力 偶 矩 M 之 间 的 关系 ， 当 功率 用 千瓦 (kW) 作 单位 时 ， 外 力 偶 矩 


为 M= 9 549£, 当 功 率 用 马力 (PS) 作 单位 时 ， 则 M 一 7 024 于 。 


外 力 只 有 力 偶 ， 用 一 假想 平面 ， 沿 此 截面 将 杆 件 截 开 ， 分 成 两 部 分 ， 为 了 维持 平衡 ， 
分 布 在 横 截 面 上 的 内 力 ， 必 然 构成 一 个 内 力 偶 与 外 力 偶 平 衡 ， 该 内 力 倘 矩 称 为 扭矩 ， 


84 
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Mr 表示 。 当 轴 上 同时 有 几 个 外 力 偶 作 用 时 ， 则 不 同 轴 段 上 扭矩 不 相同 。 为 了 表示 扭矩 随 
横 截 面 位 置 变化 的 情况 ， 可 以 作出 扭矩 图 ， 作 扭矩 图 的 方法 与 作 轴 力图 类 似 。 

2. 薄 壁 圆 简 的 扭转 

(1) 薄 壁 圆 简 扭 转 时 的 切 应 力 。 薄 壁 圆 简 扭转 时 横 截 面 上 的 切 应 力 是 均匀 分 布 的 ， 其 
方向 垂直 于 半径 。 切 应 力 的 计算 公 公式 为 一 者. 

(2) 切 应 力 互 等 定律 。 在 相互 垂直 的 两 个 截面 上 ， 垂 直 于 截面 交 线 的 前 应 力 大 小 相 
等 、 方 向 同时 指向 或 背离 两 截面 的 交 线 ， 这 就 是 切 应 力 互 等 定律 。 在 单元 体 的 四 个 侧面 
上 ， 只 有 切 应 力 而 无 正 应 力 ， 这 种 情况 称 为 纯 剪 切 。 

(3) 剪 切 胡 克 定律 。 当 切 应 力 不 超 过 材料 的 剪 切 比例 极限 时 ， 切 应 力 与 切 应 变 成 正 
比 ， 这 就 是 剪 切 胡 克 定律 ， 即 r=Gy。 ， 
单 性 常数 ， 弹 性 模 量 E， 切 变 模 量 G， 泊 松 比 x。 对 于 各 向 同性 材料 ， 三 个 弹性 常数 
E 《AX\ 
之 间 关 系 为 : CC 一 530。 AS 

3. 圆 轴 扭转 时 的 切 应 力 和 强度 计算 RY 古 

根据 几何 关系 、 物 理 关系 、 葡 力学 关系 可 以 推导 出 圆 轴 扭 转 时 横 截面 上 切 应 力 计算 公 


式 ， 即 一 忆 22。 截面 上 各 点 前 应 力 与 该 点 到 加 心 的 距离 成 正比。 



































om 


圆 轴 截面 边缘 上 的 切 应力 为 最 大 这 人 为 Tm 一 从 为 了 保证 贺 轴 扭转 时 不 会 因 强 


度 不 足 而 破坏 ， 要 求 轴 内 的 最 类 切 应 力 不 得 超过 材料 的 许 有 应 力 ， 即 rwx 志 [Lr]， 这 就 是 圆 
轴 扭 转 的 强度 条 件 。 利用 这 个 条 件 可 以 解决 三 :方面 的 问题 。 
和， 圆 加 人 


所 转 角 为 w= ; 轴 的 刚度 条 件 为 Wig 
5. 应 变 能 八 “ 


当 圆 杆 扭 转 时 ， 杆 内 将 储存 应 变 能 。 等 直 圆 杆 扭转 时 ， 杆 内 的 应 变 能 为 V. 一 


部 x 
XG a J /m), 


Ml 
2GIe’ 





Sn, : 

















或 V.= 应 变 能 密度 为 一直 ry, 或 %= 天 ,或 w=c. 


6， 珊 二 

扭转 时 的 超 静 定 问题 解法 ， 和 拉 伸 、 压 缩 时 超 静 定 问题 解法 相同 ， 同 样 是 综合 考虑 几 
何 关系 、 物 理 关系 和 静 力 平衡 方程 。 

7. 非 圆 截面 杆 扭转 的 概念 

和 矩形 截面 杆 在 自由 扭转 时 ， 由 弹性 力学 研究 的 主要 结果 简 述 如 下 。 

(1) 矩形 截面 杆 在 自由 扭转 时 ， 横 截面 上 只 有 切 应 力 而 无 正 应 力 。 

(2) 周边 上 各 点 的 切 应 力 的 方向 与 周边 平行 ， 在 对 称 轴 上 各 点 的 切 应 力 垂 直 对 称 轴 。 

(3) 在 截面 中 心 和 四 角 点 处 ， 切 应 力 为 零 。 

(4) 最 大 切 应 力 re 发 生 在 截面 长 边 的 中 点 处 。 此 外 ， 短 边 的 中 点 处 切 应 力也 较 大 ， 


它们 分 别 为 rw 一 了 入 和 9 
anp 
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(5) 杆 件 两 潮 相 对 扭转 角 的 计算 公式 为 9 一 二 一 人 


4.1 两 根 轴 的 直径 d 和 长 度 ! 相同 ， 而 材料 不 同 ， 在 相同 的 扭矩 作用 下 ， 它 们 的 最 
大 切 应 力 是 否 相同 ?扭转 角 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 

4.2 用 Q235 钢 制 成 的 扭转 轴 ， 发 现 原 设计 轴 的 扭转 角 超 过 许 用 值 。 欲 选用 优质 钢 来 
降低 扭转 角 ， 此 方法 是 否 有 效 ? 

4.3 一 空心 圆 轴 的 外 径 为 D， 内 径 为 4&， 它 的 极 惯性 矩 严 和 抗 扭 截面 系数 WP 可 耕 


按 下 式 计算 (已 知 a= 匣 )? 


aD'_xd'_axD'! 4 Da 3 xD’ 
I 3 32 1 ea) We ~ 1616 16 
4.4 如 图 4. 24 所 示 各 杆 ， 哪 些 产 生 纯 扭转 变形 ? 





























(1—a’) 








图 4.24 思考 题 4.4 图 
4.5 判断 如 图 4. 25 所 示 的 切 应 力 分 布 图 ， 其 中 正确 的 扭转 切 应 力 分 布 是 哪个 图 ? 


Mr Mr Mr 
一 一 一 一 
(a) (b) (0) 


图 4.25 思考 题 4.5 图 


4.6 为 什么 同一 减速 器 中 ， 高速 轴 的 直径 较 小 ， 而 低速 轴 的 直径 较 大 ? 

4.7 有 铝 和 钢 两 根 圆 轴 ， 尺 寸 相同 ， 所 受 外 力 偶 矩 相同 。 钢 的 切 变 模 量 为 G1 ， 铝 的 
切 变 模 量 为 G,， 且 G 二 3Gs。 试 分 析 两 轴 的 切 应 力 、 扭 转角 的 关系 。 

4.8 从 力学 角度 解释 ， 为 什么 说 空心 圆 轴 要 比 实心 圆 轴 较 合理 ? 
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习 题 
4.1 试 绘 出 如 图 4. 26 所 示 各 轴 的 扭矩 图 ， 并 求 | Mr | 。。 
2 4M: 
2M: 3M. AM 
(a) (b) 
3kN.m SkN.m 6kN.m 4kN.m 10kN.m 2kN.m 2kN.m 
(0) 《AAAK OG 


4.26 习题 .1 图 N 
4 2 某 薄 壁 圆 简 ， 外 直径 D 王 44mm， 内 直径 4d 二 40mm， 横 截面 上 扭矩 Mr 一 750N。m。 


试 求 扭转 时 横 截 面 上 的 切 应 力 。 , AX 
4.3 圆 轴 的 直径 4 二 50mm， 转 速 入 二 120r/min， 若 该 轴 的 最 大 切 应 力 为 rw 二 


60MPa。 求 所 能 传递 的 功率 是 多 少 。… a 
4.4 ”如 图 4.27 所 示 受 扭 圆 轴 中 ,直径 4 一 80mm。 试 求 1- 1 截面 上 K 点 的 切 应 力 和 


杆 中 的 最 大 切 应 力 。 2 2 
5 如 图 4.28 所 示 受 扭 圆 轴 中 , 直径 .4 一 100mnm， 材 料 的 许 用 切 应 力 [+] = 


40MPa。 试 校 核 该 轴 的 强度 。 
sm | 


2kNim Al Sm Sm Tm | “Am 
4 
(mr 2 0 { (Hs 


1 
图 4.28 习题 4.5 图 


4.5 


图 4.27 习题 4.4 图 
4 和 .6 横 截 面相 等 的 两 根 圆 轴 ， 一 根 为 实心 ， 许 用 切 应 力 为 [rz 一 80MPa， 另 一 根 为 
空心 ， 内 外 直径 比 一 0. 6， 许 用 切 应 力 为 [r]j* 王 50MPa， 若 仅 从 强度 条 件 考 虑 ， 哪 一 根 








圆 轴 能 承受 较 大 的 扭矩 ? 
4.7 如 图 4. 29 所 示 圆 轴 受 外 力作 用 ， 已 知 传递 功率 分 别 为 P\ 王 15kW，Pa 一 30kW， 
Pc 二 10kW，Po 二 5kW， 转 速 为 n= 二 500r/min， 许 用 应 力 为 [可 =40MPa， 试 设计 该 圆 轴 


的 直径 。 
4.8 ”船用 推进 轴 如 图 4. 30 所 示 , 一 端 是 实心 的 ， 其 直径 di 二 28cm; 另 一 端 是 空心 
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4.30 习题 4.8 


图 4.29 习题 4.7 图 
87 
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的 ， 其 内 径 d=14. 8cm， 外 径 D=29. 6cm， 受 力 偶 矩 M 王 200kN。m。 若 [tj] 二 50MPa， 
试 校 核 此 轴 的 强度 。 
4.9 有 一 减速 器 如 图 4. 31 所 示 。 已 知 电动 机 转速 "一 960r/min， 功 率 P 二 6kW; 轿 
材料 的 许 用 切 应 力 [zj=40MPa。 试 按 扭转 强度 计算 减速 器 第 1 轴 的 直径 。 
4. 10 汽车 的 转向 轴 如 图 4. 32 所 示 ， 方 向 盘 的 直径 Di 二 52cm， 驾 驶 员 每 只 手 作 用 于 
方向 盘 上 的 最 大 切 向 力 Fe 二 200N， 转 向 轴 材 料 的 许 用 切 应 力 [tj 二 50MPa， 试 设计 实心 
转向 轴 的 直径 。 若 改 为 < 一角 一 0.8 的 空心 轴 ， 则 空心 轴 的 内 径 和 外 径 各 多 大 ? 并 比较 两 
者 的 质量 。 

































































图 4.31 习题 4.9 图 QQ,\ 图 4.32 习题 4.10 图 


4.11 实心 轴 直 径 一 50mm， 材料 的 许 用 切 应 力 [rc 二 55MPa， 轴 的 转速 n= 二 300r/min， 
试 按 扭转 强度 确定 此 轴 所 能 传 道 的 最 大 功率 ， i 2 一 600r/min 时 ， 能 传 
递 的 功率 如 何 变化 ? 

4.12 某 空心 圆 轴 ; 让 直径 D=100mm, 内 直径 二 50mm， 若 要 求 轴 在 2m 内 的 最 大 
扭转 角 为 1. 5"， 设 G82GPa。 求 所 能 承受 的 最 大 扭矩 是 多 少 ? 并 求 此 时 横 截 面 上 最 大 切 
应 力 。 NS 2 
4.13， 某 空心 圆 轴 ， 外 直径 D==100mm， 内 直径 4 二 90mm， 长度 /二 2m， 最 大 切 应 
力 rw 二 70MPa， 切 变 模 量 G 二 80GPa， 受 扭矩 Mr 作用 。 试 求 : (1) 两 端面 的 相对 扭转 角 ; 
(2) 若 换 成 实心 轴 ， 在 相同 应 力 条 件 下 ,实心 轴 的 直径 为 多 少 。 

4.14 一 直径 为 30mm 的 实心 圆 轴 受 到 扭矩 Mr 一 0. 25kN。m 作用 后 ， 在 2m 长 度 内 
产生 3. ?4 的 相对 扭转 角 。 求 材料 的 切 变 模 量 G。 

4.15 如 图 4. 33 所 示 为 受 扭 圆 轴 ， 直径 d 王 80mm， 材 料 的 切 变 模 量 G 王 80GPa。 试 
分 别 求 出 B、C 两 截面 的 相对 扭转 角 ， 以 及 DD 截面 的 扭转 角 。 

4.16 如 图 4. 34 所 示 为 受 扭 圆 轴 ,已 知 材料 的 许 用 切 应 力 [rj 二 40MPa， 切 变 模 量 
G 一 80GPa， 单 位 长 度 的 许 用 扭转 角 [yg] 二 1. 2”/m。 试 求 轴 所 需 的 直径 。 
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图 4.33 习题 4.15 图 图 4.34 习题 4.16 图 
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4.17 如 图 4. 35 所 示 一 等 直 圆 轴 ， 已 知 直径 4d 二 40mm，a 二 400mm，gps 二 1 ， 材 料 
的 切 变 模 量 G 二 80GPa。 试 求 : (1) 最 大 切 应 力 ; (2) 截 面 A 相对 于 截面 D 的 扭转 角 。 

4.18 ”如 图 4. 36 所 示 为 一 等 直 圆 轴 ， 已 知 外 力 偶 矩 Ms 二 2. 99kN *，m, Ms 二 7.20kN .mm, 
Me=4.21kN。m， 材 料 的 许 用 切 应 力 [J] 二 70MPa， 许 用 单位 长 度 扭转 角 [gp]=1*/m， 
材料 的 切 变 模 量 G80GPa。 试 确定 该 轴 的 直径 。 




































































af M: M. Ma Ma Mc 
外 ff 0 0 
D C B 4 Bb c 
2g 1.0m 0.5m 
图 4.35 习题 4.17 图 图 4.36 习题 4.18 图 








4.19 如 图 4.37 所 示 为 一 阶梯 圆 轴 ，AE 段 为 空心 ， 外 径 召 = 140mm， 内 径 d= 
100mm，BC 段 为 实心 , 直径 d 一 100mm， 已 知 外 力 偶 矩 Mx18kN *m,， Ms 一 32kN ，m， 
Me 二 14kN。m， 材 料 的 许 用 切 应 力 [可 二 80MPa， 许 用 单位 发 度 扭转 角 [g']=1.2°/m， 
切 变 模 量 G 二 80GPa。 试 校 核 该 轴 的 强度 和 刚度 。 

4.20 一 端 固定 的 圆 轴 AB， 承 受 集 度 为 mx 的 均 布 外 力 偶 矩 作用 ， 如 图 4. 38 所 示 。 
已 知 圆 轴 直 径 为 4， 杆 长 为 /， 材 料 的 切 变 模 量 为 G， 试 求 杆 内 积蓄 的 应 变 能 。 
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图 上 37 习题 4.19 图 图 4.38 习题 4.20 图 
4.21 ”如 图 4.39 所 示 为 一 两 端 固定 的 阶梯 状 圆 轴 AB， 在 截面 突变 处 承受 外 力 偶 矩 
M. 作用 。 若 直径 d, 一 2d: ， 试 求 固定 端的 支 反 力 偶 矩 MA 和 Me， 并 作 扭 矩 图 。 
.22 如 图 4. 40 所 示 为 一 两 端 固定 的 钢 圆 轴 AB， 其 直径 4 二 60mm， 在 C 截面 处 承 
受 一 外 力 偶 矩 M. 二 3. 8kN . m 作用 。 已 知 钢 的 切 变 模 量 G 二 80GPa。 试 求 : (1) 截 面 C 两 
侧 模 截面 上 的 最 大 切 应力 ; 2) 截面 C 的 扭转 角 。 













图 4.39 习题 4.21 图 





























4.23 如 图 4.41 所 示 和 矩形 截面 钢 杆 承受 一 对 外 到 拓 


力 偶 矩 M.=3kN ' m 作用 。 已 知 材料 的 切 变 模 量 C 一 人 
| | 





80GPa。 试 求 : (1) 杆 内 最 大 切 应 力 的 大 小 和 位 置 ; 
(2) 横 截面 短 边 中 点 处 的 切 应 力 ; (3) 杆 的 单位 长 度 扭 = 
转角 。 图 4.41 习题 4.23 图 
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作 梁 的 前 力图、 索 答 图 的 
截面 法 ( 即 列 方程 法 ) 二 


1 看) 学 握 作 染 的 前 力图 X 窒 类 轩 的 堆 
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(2) 熟练 给 六 力 册 》 带 矩 图 


平面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 





二 SS 
这 和 矩 M(x) 曾 力 Fs (x)、 


(1) 热 纺 学 所 将 M(x)、 前 力 Fs(x) 
与 分 布 荷载 集 度 g(x) 之 间 的 关系 





分 布 荷 载 集 度 9(x) 之 间 的 | (2) 掌握 应 用 普 矩 MCz)、 前 力 Fs(z) 人 
关系 与 分 布 荷 载 集 度 g(x) 之 间 的 关系 绘 梁 e 
自前 力图 、 普 矩 图 。 
(1) 理解 站 加 法 、 分 段 肥 加 法 的 适用 
性 加 法 、 分 段 叙 加 法 作 这 | 条 件 二 人大 训 


算 图 


(2) 熟练 掌握 登 加 法 、 分 段 登 加 法 作 
谊 矩 图 





控制 截面 法 作 梁 的 剪 力图、 
弯 答 图 和 刚 架 剪 力 图 、 轴 力 
图 得 算 图 





(1) 热 练 掌握 控制 截面 法 作 梁 的 剪 力 
图 、 索 珑 图 

(2) 了 解 控制 截面 法 作 平面 刚 架 的 前 
力图 、 轴 力图 和 兹 和 矩 图 





平面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 
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要 讨论 梁 在 横向 力作 用 下 ， 前 力图 、 弯 算 图 绘制 的 截面 法 ( 即 列 方程 法 )、 


弯曲 是 杆 件 十 分 重要 的 基本 变形 之 一 ， 在 实际 中 的 梁 、 板 是 以 弯曲 变形 为 主 的 构件 。 在 这 章 中 ， 主 


过 加 法 、 分 段 过 加 法 和 控制 截 


“第 5 事 弯 的 内 力 


面 法 ,重点 掌握 控制 截面 法 。 本 章 的 学 习 非 常 重要 ， 它 将 为 后 面 学 习 梁 的 应 力 、 梁 的 变形 、 组 合 变 形 以 
及 压 杆 稳定 的 临界 应 力 黄 定 基础 ， 建 议 同 学 们 注重 学 习 和 掌握 基本 概念 和 基本 方法 。 





| 5. 1 平面 弯曲 的 概念 及 梁 的 计算 简 图 


5.1.1 平面 弯曲 的 概念 





在 工程 中 常 遇 到 这 样 一 类 杆 件 ， 它 们 承受 的 外 力 (荷载 和 约束 反 力 ) 是 作用 线 垂直 于 杆 轴 
线 的 平衡 力 系 。 在 外 力作 用 下 ， 杆 轴线 由 直线 变 成 曲线 ， 这 种 变形 称 为 弯曲 (bending)。 以 弯 
曲 变形 为 主 的 杆 件 称 为 梁 (beam) 。 梁 的 用 途 非常 广泛 、 例如 房屋 建筑 物 中 的 楼 层 梁 [图 5. 1(a)] 
和 阳台 梁 [图 5.1(b)]; 桥 式 起 重 机 的 钢 梁 [图 5. 1(c)]; 公路 桥 的 纵 梁 和 桥 面板 梁 [图 5.1(d)] 
等 均 为 受 弯 杆 件 。 拱 坝 的 拱 冠 梁 [图 5. 1(e)] 在 拱 坝 承 受 水 压力 时 ， 也 发 挥 梁 的 作用 。 

















图 5.1 工程 中 梁 的 实例 
工程 中 常见 的 梁 多 采用 具有 竖 向 对 称 轴 的 模 截 面 ， 例 如 矩形、 贺 形 、 工 字形 、T 形 等 





























(图 5. 2) ， 而 外 力 一 般 作用 在 梁 的 纵向 对 称 面 内， 在 这 种 情况 下 ， 梁 村 曲 变 形 表现 出 以 下 
特点 ， 梁 的 轴线 与 外 力 保持 在 同一 纵向 对 称 面 内 ， 即 梁 变 形 后 的 轴线 成 为 一 条 在 纵向 对 称 
面 内 的 平面 曲线 (图 5. 3)， 这 类 弯曲 称 为 平面 弯曲 (plane bending)。 本 章 和 后 两 章 主要 研 
究 直 梁平 面 普 出 问题 
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梁 变 形 后 的 轴线 


多 自 守 于 IE 红 sr 


图 5.2 工程 中 常见 梁 的 横 截面 形状 图 5.3 梁 的 平面 弯曲 





5.1.2 梁 的 计算 简 图 


在 实际 工程 中 ， 梁 的 截面 形状 和 尺寸 多 种 多 样 。 荷 载 和 支承 情况 也 千变万化 ， 要 去 研 
究 每 一 个 特定 的 梁 是 不 现实 的 ， 也 是 没有 必要 的 > 通常 把 实际 的 梁 合理 地 进行 简化 ， 作 出 
梁 的 计算 简 图 ， 按 支承 情况 不 同 把 单 跨 静 定 梁 分 为 悬臂 梁 (cantilever beam) 、 简 支 梁 Csimply 
supported beam) 和 外 伸 梁 (overhanging beéni) 三 种 基本 形式 ， 图 5. 4(a) 、(b) 、(c) 所 示 的 粱 分 
别 为 这 三 种 梁 的 计算 简 图 ， 它 们 的 支 座 约束 反 力 数目 等 于 独立 的 平衡 方程 数目 ， 仅 用 平衡 广 
程 就 可 确定 其 所 有 的 支 座 约束 反 力 这 种 梁 称 为 静 定 梁 。 有 时 为 了 工程 上 的 需要 ， 对 一 根 梁 
设置 较 多 的 支 座 [图 5.4(d) >(@H]， 因 而 梁 的 支 座 约束 反 力 数目 多 于 独立 的 平衡 方程 的 数 
目 ， 此 时 仅 用 平衡 方程 就 无 法 确定 其 所 有 的 支 座 约 束 反 力 ， 这 种 梁 称 为 超 静 定 梁 。 


\\ (人 [bb (© 
成 
(d) (©) 


图 5.4 梁 的 计算 简 图 


梁 在 两 支 座 间 的 部 分 称 为 跨 ， 其 长 度 则 称 为 梁 的 跨度 。 常 见 的 静 定 梁 大 多 是 单 跨 的 。 
接 下 来 就 要 以 计算 简 图 为 依据 ， 进 行 力学 计算 。 





| 5. 2 梁 的 剪 力 与 弯 矩 、 剪 力图 与 弯 矩 图 


梁 在 外 力作 用 下 发 生 弯 曲 变 形 时 ， 各 模 截 面 上 将 产生 内 力 ， 确 定 梁 的 内 力 仍 用 截面 法 。 





5.2.1 剪 力 与 弯 矩 




















如 图 5. 5(a) 所 示 简 支 梁 AB 受 集中 力 正 的 作用 ,欲求 距 A 端 v 处 -m 横 截 面 上 的 
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内 力 。 为 此 ， 先 求 出 梁 的 支 座 反 力 Fah、Fs， 然 
后 用 截面 法 沿 mm 横 截 面 假想 地 把 梁 截 分 为 两 
部 分 ， 取 左 段 为 研究 对 象 [图 5. 5(b)]。 由 于 整 
个 梁 处 于 平衡 状态 ， 左 段 也 应 保持 平衡 ， 故 在 
mm 模 截 面 上 必定 有 一 个 作用 线 与 Fs 平行 而 指 
向 与 FA 相反 的 切 向 内 力 Fs 存在 ; 同时 Rs 与 Fs 
形成 一 力 偶 ， 其 力 偶 矩 为 F\z， 使 左 段 有 顺 时 针 
转动 的 趋势 ， 因 此 在 该 横 截 面 上 还 应 有 一 个 逆 时 
针 转 向 的 内 力 偶 窍 M 存在 ， 才 能 使 左 段 平衡 。 也 
就 是 说 ， 在 抛弃 右 段 梁 之 后 ， 右 段 梁 对 左 段 梁 的 (人 E 一 直 
Bs 















































作用 ， 可 以 用 截 开 截面 上 的 内 力 Fs 和 内 力 偶 M 


来 代替 ， 其 大 小 由 平衡 方程 确定 。 即 由 
Dh,=0, FE—Fs=0 图 ss、 用 截面 法 求 梁 的 内 力 











2 
而 





可 得 5 
Fs=F4 4 \ 

EMc=0, MERE=0 

可 得 Eh 

M= Fz 

式 中 ,Fs 称 为 mm 模 截 面 上 的 剪 力 (shear force)， 它 是 该 横 截 面 上 切 向 分 布 力 的 合力 ; 

M 称 为 m -m 横 截 面 上 的 弯 矩 (bending moment)， 它 是 该 截面 上 法 向 分 布 内 力 的 合力 偶 

和 矩 。 这 里 的 矩 心 C 是 横 截面 的 形 心 。 KK 

若 取 右 段 为 研究 对 象 \E 图 5. 5(c)]， 则 由 右 段 梁 上 的 外 力 所 计 算出 的 该 截面 剪 力 和 弯 
和 矩 ， 在 数值 上 与 上 述 结果 相等 ， 但 其 方向 均 相 反 。 这 一 结果 是 必然 的 ， 因 为 它们 是 作用 力 
与 反作用 力 的 关系 。 

为 了 使 以 左 段 梁 或 右 段 梁 为 研究 对 象 时 ， 求 得 的 同一 模 截 面 mx-m 上 的 内 力 不 仅 大 小 
相等 ， 而 且 有 相同 的 正 负 号 ， 与 拉 压 、 扭 转 类 似 ， 梁 弯曲 时 也 可 根据 变形 来 规定 内 力 的 正 
负 号 。 在 模 截 面 mw-m 处 ， 从 梁 内 取出 长 为 dz 的 微 段 ， 并 规定 ， 在 图 5. 6(a) 所 示 变 形 情 
况 下 ， 即 微 段 有 “左上 右 下 ”相对 错 动 时 ， 横 截面 mw-m 上 的 剪 力 为 正 ( 即 任 一 截面 上 剪 
力 以 对 杆 段 另 一 端 横 截 面 形 心 产 生 顺 时 针 力 矩 时 为 正 )， 反 之 为 负 ( 即 任 一 截面 上 剪 力 以 对 
杆 段 另 一 端 横 截 面 形 心 产生 逆 时 针 力 矩 时 为 负 ) [图 5.6(b)]。 在 图 5. 6(c) 所 示 的 变形 情 
况 下 ， 即 当 微 段 的 弯曲 为 “下 凸 上 凹 ”时 ， 此 横 截 面 上 的 弯 矩 为 正 ( 即 任 一 截面 上 弯 矩 以 
使 梁 段 下 侧 纵向 纤维 拉 长 ， 上 侧 压 短 时 为 正 )， 反 之 为 负 ( 即 任 一 截面 上 弯 和 矩 以 使 梁 段 上 侧 
纵向 纤维 拉 长 ， 下 侧 压 短 时 为 负 ) [图 5. 6(d)]。 按 上 述 符号 规定 ， 计 算 某 截 面 内 力 时 ,无 
论 保留 左 段 或 右 段 ， 所 得 结果 的 数值 与 符号 都 是 一 样 的 。 


四 | | Fs ls 下 yw i 六 
Fs 
(b) (9 (d) 


(a) 


图 5.6 剪 力 、 弯 和 矩 正 负 号 规定 








例 5.1 试 求 图 5. 7(a) 所 示 外 伸 梁 指定 横 截 面 1-1、2-2、3-3、4-4 上 的 剪 力 和 弯 矩 。 


红 be 


(d) 











i m 
wx “Wl 
Fss 
(a) 
图 5.7 例 5.1 


解 : (1) 求 支 座 反 力 。 取 整体 为 研究 对 象 ， 由 平衡 方程 六 
EMA=0, 12—Fsx 4+2X6S0 

5F,=0, Ft FA 

NN 





Fs=4(kN), BN) 
此 梁 在 坚 向 荷载 和 集中 力 偶 作用 下 ， 在 轩 定 较 计 A 处 所 受 的 水 平 约束 力 显然 为 零 。 
(2) 用 截面 法 计算 梁 指定 截面 上 的 内 为 。 
@ 求 1-1 截面 上 的 内 力 。 假想 将 庚 沿 1- 1 截面 截 开 ， 取 1 - 1 截面 左 半 部 分 为 研究 
对 象 ， 和 oy, 如 图 5.7(b) 所 示 ， 
由 平衡 方程 





YX 5F,=0, —F—B=0 
可 得 2 * SS 
nn Fa 一 个 二 一 4(kN) 
EM =0, FaX2+M,=0 





可 得 
Mi=—FaX2=—8(kN. m) 
Fs 和 MI 均 为 负 值 ， 表 示 实 际 方向 与 假设 相反 。 
@ 求 2-2 截面 上 的 内 力 。 假 想 将 梁 沿 2-2 截面 截 开 ， 取 2 - 2 截面 左 半 部 分 为 研究 
对 象 ， 作 受 力图 (假设 2-2 截面 上 的 剪 力 Fs 与 弯 矩 M: 均 为 正方 向 )， 如 图 5. 7(c) 所 示 ， 








由 平衡 方程 
PF,=0,，—F4—Fe=0 
可 得 
Fg=—Fa=—4(kN) 
EMc, =0, FaX2+—12+M,=0 
可 得 


M;=—Fa X2+12=4(kN. m) 
Fs 为 负 值 ， 表 示 实 际 方向 与 假设 相反 。M 为 正 值 ， 表 示 实 际 方向 与 假设 相同 。 
1-1 和 2-2 两 个 横 截面 分 别 在 集中 力 偶 作 用 面 的 左 侧 和 右 侧 ， 将 这 两 个 截面 上 的 内 
力 Fs 与 Fs 以 及 Mi 和 Re 分 别 进行 比较 ， 则 发 现 : 在 集中 力 偶 两 侧 的 相 邻 横 截 面 上 ， 剪 
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有 可 曲 内 力 


力 相 同 而 弯 矩 发 生 突变 ， 且 突变 量 等 于 集中 力 偶 的 大 小 。 

@ 求 3-3 截面 上 的 内 力 。 假想 将 梁 沿 3 - 3 截面 截 开 ,， 取 3 - 3 截面 左 半 部 分 为 研究 
对 象 ， 作 受 力 图 (假设 3- 3 截面 上 的 剪 力 Fs 与 弯 矩 M; 均 为 正方 向 )， 如 图 5.7(d) 所 示 ， 
由 平衡 方程 ， 





可 得 
Fs=—Fa=—4(kN) 

EMc,=0, FaX4+M;—12=0 
可 得 
M;=12—Fa X4=—4(kN . m) 
Fs 和 Ms 均 为 负 值 ， 表 示 实 际 方向 与 假设 相反 。 
@ 求 4-4 截 面 上 的 内 力 。 假 想 将 梁 沿 4-4 截面 截 开 ， 取 了 4 站 截面 右 半 部 分 为 研究 
对 象 ， 作 受 力图 (假设 4- 4 截面 上 的 剪 力 Fs, 与 弯 矩 M， 均 为 下 方向)， 如 图 5.7(e) 所 示 ， 
由 平衡 方程 ， 
EF,=0, RAR 
可 得 ， 

Fs 32CkN) 
PMc M+2X2=0 








可 得 和 
Mi=—4(kN .mm) 站 
Fs 为 正 值 ， 表 示 实 际 方向 与 假设 相同 。M 为 负 值 ,表示 实际 方向 与 假设 相反 

3- 3 和 4- 4 两 个 横 截 面 分 别 在 集中 力作 用 面 的 左 侧 和 右 侧 ， 将 这 两 个 截面 上 的 内 力 
Fs 与 Fy 和 M, 与 MO 分 别 进行 比较 ， 则 发 现 : ` 在 集中 力 两 侧 的 相 邻 横 截面 上 ， 弯 矩 相同 
而 前 力 发 生 突变 各 突变 量 等 于 集中 力 的 天 小 : 

通过 上 面 的 计算 和 进 一 步 平衡 分 析 ， 可 以 得 出 以 下 内 力 计算 规则 ; 
(1) 某 横 截面 上 的 剪 力 Fs 等 于 作用 在 该 横 截面 任 一 侧 ( 左 侧 或 右 侧 ) 梁 上 所 有 外 力 在 
该 横 截 面 及 其 延展 面 上 的 投影 代数 和 。 对 该 横 截 面 形 心 产 生 顺 时 针 力矩 的 外 力 ， 在 该 横 截 
面 及 其 延展 面 上 的 投影 取 正 ， 反 之 取 负 。 
(2) 某 横 截 面 上 的 弯 和 矩 M 等 于 作用 在 该 横 截 面 任 一 侧 ( 左 侧 或 右 侧 ) 梁 上 所 有 外 力 对 该 
横 截 面 形 心 的 力矩 代数 和 。 外 力 对 该 横 截 面 形 心 产生 的 力矩 使 该 横 截面 下 侧 纵向 纤维 拉 长 
时 取 正 ， 反 之 取 负 。 据 此 规则 ， 在 实际 计算 中 可 不 必 将 梁 假 想 地 截 开 ， 取 研究 对 象 ， 而 直 
接 从 横 截 面 的 任意 一 侧 梁 上 的 外 力 来 求 该 横 截 面 上 的 前 力 和 弯 矩 。 





























5.2.2 ”前 力 方程 与 弯 托 方程 和 剪 力图 与 弯 算 图 


梁 横 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 一 般 是 随 横 截 面 位 置 而 变化 的 ， 为 了 描述 其 变化 规律 ， 可 以 
坐标 z 表示 横 截 面 沿 梁 轴线 变化 的 位 置 ， 则 梁 各 横 截 面 上 的 剪 力 和 弯 矩 可 以 表示 为 工 坐 
标的 函数 ， 即 























Fs=Fs(x), M=M(z) 
这 两 个 函数 表达 式 分 别称 为 梁 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 (shearforce & bending-moment equations) 。 


E 








根据 剪 力 和 弯 矩 方程 ， 以 平行 于 梁 轴 线 的 横 坐 标 x 表示 横 截面 的 位 置 ， 以 纵 坐 标 表示 
各 对 应 横 截 面 上 的 剪 力 值 和 弯 矩 值 ， 画 出 Fs 二 Fs(x)，M 二 M(xz) 关 系 曲 线 ， 这 样 的 图 线 
称 为 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 (shear-force&-bending-moment diagrams) 。 在 画 梁 的 前 力图 和 弯 
和 矩 图 时 特别 要 注意 : 画 剪 力图 时 ， 对 于 所 有 专业 ， 正 剪 力 都 画 在 杆 轴线 上 方 ， 负 剪 力 都 画 
在 杆 轴线 下 方 。 画 弯 矩 图 时 ， 对 于 土建 类 专业 ， 正 弯 矩 都 画 在 杆 轴线 下 方 ， 负 盔 和 矩 都 画 在 
杆 轴线 上 方 ; 但 对 于 机 械 类 专业 ， 正 弯 和 矩 
都 画 在 杆 轴线 上 方 ， 负 弯 矩 都 画 在 杆 轴线 
下 方 。 所 有 专业 ， 作 剪 力 图 、 弯 矩 图 时 ， 
都 不 要 在 剪 力 、 弯 矩 值 前 加 “十 ” “一 ” 
号 ， 剪 力 、 弯 和 矩 “ 十 ”"、“ 一 ”号 一 律 标 于 
图 中 圆圈 内 。 本 书 以 土建 类 专业 的 规定 来 
作 梁 的 弯 矩 图 ' 机 械 类 专业 只 须 把 弯 矩 图 
上 下 倒转 即 可 

例 5.2\ 图 5.8(a) 所 示 为 一 简 支 梁 ， 
在 全 梁 上 受 集 度 为 g 的 均 布 荷载 作用 。 试 
作 此 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 。 
Eh 解 : (1) 求 支 座 反 力 。 由 对 称 性 可 知 
，” ” 梁 的 两 个 支 座 反 力 相等 


。 A=—Fs= 雯 ql 


(2) 列 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 取 人 为 原点 ， 在 中 容 点 2 处 取 一 模 截 面 ， 根 据 该 截面 左 
侧 梁 上 的 外 力 直接 计算 该 截面 的 剪 力 和 弯 矩 ， 即 可 得 梁 的 剪 力 方程 和 弯 和 矩 方程 









































~Fs 0 =F ear qr (0<zx<) 《一 


M(z) 王 Faz 一 gz。 务 = 
(3) 作 前 力图 和 过 所 图 。 由 式 (5 -了 可 知 前 力 是 x 的 线性 函数 ， 因 而 前 力图 为 一 全 直 
线 ， 只 需 确 定 其 上 两 点 ， 如 x 一 0 处 ， 及 一 去 glL，z 一 ! 处 ，Fs 一 一 十 ql， 便 可 绘 出 前 力图 


[图 5. 8(b)]。 
由 式 (5- 2) 可 知 弯 矩 是 二 的 二 次 函数 ， ee 要 绘 出 此 曲线 至 少 需 确 


定 曲线 上 的 三 点 。 在 z=0 和 xz 一 :处 ，M=0; 在 工 $， M tat. 由 此 可 绘 出 弯 和 矩 图 
[图 5. 8(c)]。 


由 前 力图 和 弯 矩 图 可 见 ， 在 两 支 座 内 侧 横 截 面 上 剪 力 的 绝对 值 最 大 ， 其 值 为 | 六 | 一 
去 a1; 在 梁 的 中 点 横 蕉 面 上 ， 剪 力 及 一 0， 麻 拭 值 最 大 ， 其 值 为 |M| ws 一 二 oz 。 


例 5.3 图 5.9(a) 所 示 为 一 简 支 梁 ， 在 C 点 处 受 集中 力 下 作用 。 作 此 梁 的 前 力图 和 弯 
和 矩 图 。 
解 : (1) 求 支 座 反 力 。 以 整个 梁 为 研究 对 象 ， 由 平衡 方程 求 得 


去 gL 一 去 (0<zx<) (5=28 









































/ 
(2) 列 剪 力 方程 和 弯 和 矩 方程 。 由 于 在 C 处 有 集中 
力 下 作用 ,将 梁 分 为 AC 和 CB 两 段 ， 两 段 梁 的 剪 力 
方程 和 弯 矩 方程 不 同 ， 需 分 段 写 出 。 
AC 段 。 在 AC 段 任 取 一 横 截 面 ， 假 设 该 横 截 面 
距 A 端 距离 为 +， 根据 该 横 截 面 左 侧 上 梁 的 外 力 ， 由 
内 力 计算 规则 可 列 出 该 模 截面 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 
Fo 























Roba (0<x<=a) {5=3) 
M—Frr—Br (0<r<a) (5-4) 图 5.9 例 5.3 图 


CB 段 。 在 CB 段 任 取 一 横 截 面 ， 仍 假设 该 横 截 面 距 A 端 距离 为 -， 根据 该 模 截 面 右 
侧 上 梁 的 外 力 ， 由 内 力 计算 规 则 可 列 出 该 横 截面 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 


Fe=—Fu=—Y (Xen (5-5) 
Ms=Fu(!—z+) = SR) (Sr<D Co 


(3) 作 剪 力图 和 弯 矩 图 。 由 式 (5 3) 式 65 5) 可 知 ，AC 和 CB 两 段 梁 的 剪 力图 均 为 
一 水 平 直线 ;由 式 (5- 4)、 式 (5-6) 可 知 ， 这 两 段 梁 的 弯 矩 图 各 是 一 条 倾斜 直线 。 根 据 这 
些 方程 ， 作 出 全 梁 的 前 力图 和 客 矩 图 如 图 5. 9(b)、(g 所 示 。 从 图 中 可 见 ， 在 集中 力 两 
侧 的 相 邻 横 截 面 上 ， 弯 抢 图 线 只 发 生 转 折 ， 而 剪 力图 发 生 突变 ， 且 突变 量 等 于 集中 力 的 
大 小 。 

由 图 5. 9 可见 3 在 过 /的 情况 下 ， 在 -AG 段 剪 力 的 绝对 值 最 大 ， 其 值 为 | Fs| ws 一 
人 而 在 集中 为 作用 处 的 横 截 面 上 弯 和 矩 最 大 其 值 为 Mw 一 5， 若 集中 力 下 作用 于 梁 的 
中 点 ， 即 a 一 0 二 时 ， 则 Fsws 一 上 Ms 一 星 . 

例 5.4 图 5. 10(a) 所 示 为 一 简 支 梁 ， 在 C 点 处 受 一 集中 力 偶 M, 作用 ， 作 此 梁 的 剪 力 
图 和 弯 矩 图 。 

解 : (1) 求 支 座 反 力 。 以 整体 为 研究 对 
象 ， 由 平衡 方程 求 得 

Fa=Fs= 


1 
方向 如 图 5. 10(a) 所 示 。 

(2) 列 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 。 由 于 C 处 有 
集中 力 偶 M. 作用 ， 应 将 梁 分 为 AC 和 CB 两 
段 ， 分 别 在 两 段 内 取 截 面 ， 根 据 截面 左 侧 梁 上 
的 外 力 列 出 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 

AC 段 。 

Fa=F = (0<z<a) (5-7) 












































图 5.10 例 5.4 图 
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M'=Fwr=Mr (0<r<a) (5-8) 

CB 段 。 
Fu=F=Y Cs<z<0) (5-9) 
M;=Far—M.—Y:r—M. (a<z<D (5 -10) 


(3) 作 剪 力图 和 弯 和 矩 图 。 由 式 (5-7)、 式 (5-9) 可 知 ，AC 段 和 CB 段 各 横 截面 上 的 剪 
力 相同 ， 两 段 的 前 力图 为 同一 水 平 线 ; 由 式 (5-8)、 式 (5- 10) 可 知 ， 两 段 梁 的 弯 抢 图 为 
倾斜 直线 。 作 出 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 ， 如 图 5. 10(b) 、(c) 所 示 。 从 图 中 可 见 ， 在 集中 力 偶 
两 侧 的 相 邻 横 截 面 上 ， 剪 力图 线 既 无 突变 也 无 转折 ， 而 弯 矩 图 发 生 突变 ， 且 突变 量 等 于 集 


中 力 偶 的 大 小 。 全 染 横 蕉 面 上 的 前 力 均 为 光 :; 在 a<b 的 情况 下 ;绝对 值 最 大 的 弯 矩 在 C 























点 稍 丰 的 截面 上 ， 其 值 为 |M| 一 之 字 。 
简 支 粱 、 基 避 梁 和 外 伸 梁 在 常见 荷载 作用 下 的 前 万 图 和 守 矩 图 的 形状 、 最 大 前 力 值 、 
最 大 寄 矩 值 及 其 正 负 号 等 均 应 熟 记 ， 这 是 即将 学 习 的 “ 按 矢 加 原理 作 梁 的 村 矩 图 ”的 基 
础 ， 也 是 今后 学 习 结构 力学 课程 的 基础 。 为 了 便于 读者 复习 、 记 忆 和 查阅 ， 现 将 常见 的 十 
二 个 简单 静 定 梁 的 荷 裁 及 内 力图 列 于 表 S 1.。 
表 5-1 常见 的 静 定 梁 内 力图 
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| 5. 3 前 力 s(x)、 弯 矩 M(x) 与 荷载 集 度 q(x) 间 的 关系 及 其 应 用 


设 





梁 上 作用 有 任意 的 分 布 荷载 ， 其 集 度 为 9(z)， 它 是 工 的 连续 函数 ， 并 规定 以 向 


上 为 正 。 取 梁 的 左 端 横 截面 形 心 O 为 坐标 系 原点 [图 5.11(a))]， 用 坐标 为 xz 的 mm 横 
截面 和 坐 常见 的 静 定 梁 内 力图 标 为 zx 十 dz 的 n -n 横 截 面 假想 地 截取 一 长 为 dz 的 微 段 。 因 
dz 非常 小 ,可 忽略 荷载 集 度 沿 dz 长 度 的 变化 而 视 为 均匀 分 布 的， 设 截 面 mw-m 上 产生 了 
正 向 内 力 分 别 为 F(z) 和 M(xz)， 截面 n-n 上 的 正 向 内 力 分 别 为 Fs(z) 十 dFs(x) 和 M(z) 十 
dM(x)， 则 微 段 受 力 情 况 如 图 5. 11(b) 所 示 。 


» 





(a) 






gq) 


(b) 


图 5.11 前 力 、 弯 和 矩 与 分 布 荷载 集 度 间 的 微分 关系 


MO)+dM(x) 


Fs(x)+dFs(x) 
四 

















ZF,=0, Fs(z) 十 q(z)dz 一 [Fs(z) 十 dFs(z)] 王 0 
可 得 
Dg) 1 
即 剪 力 对 z 的 一 阶 导数 等 于 梁 上 相应 位 置 处 分 布 荷载 的 集 度 。 式 (5 - 11) 也 表明 前 力 
图 在 zz 截面 处 切线 的 斜率 等 于 分 布 荷载 在 x 截面 的 集 度 。 

















由 平衡 方程 
EMe=0, —MG) qa) dxS—Fs Ca) drt [Mea) +dM(z)]=0 
略 去 二 阶 微量 q(x )dz 些 ， 可 得 
一 RD) ,人 (5-12) 


即 弯 矩 对 z 的 一 阶 导 数 等 于 梁 上 相应 截面 上 的 剪 力 。 上 趟 区 二 林 到 几 在 工 截 面 处 切线 的 
斜率 等 于 x 截面 的 剪 力 。 
由 式 (5- 11) 和 式 (5- 12) 又 可 得 到 


民 MED | 5 13 
dr) =90) (5-13) 


a 


即 弯 矩 对 的 二 阶 导数 等 于 梁 上 相应 相应 应 位 轿 站 分 布 荷载 的 集 度 。 

式 (5-11)、 式 (5- 12)、 式 (5-13) 分 别 表示 梁 在 同一 -截面 处 的 荷载 集 度 q(x)、 剪 力 
FSCz) 和 弯 矩 M(x) 间 的 微分 关系 ,应 用 上 面 的 微分 关系 i 荷载 情况 ， 来 分 
析 和 判断 剪 力图 和 弯 矩 图 的 图 形 特征 。 

| d(Cz) 一 0， 因而 


、 Fs(x) | (zx) R 民 ou, 本 
M(Cz) = 忆 dc z)| = rca = [Lnar jae J [oa lax [ca Cz 十 也 
即 杆 段 上 剪 力图 为 与 杆 轴线 平行 的 直线 ， 弯 和 矩 图 为 斜率 为 C 的 直线 。 
对 于 均匀 分 布 横向 荷载 作用 的 杆 段 ，g(Cz) 一 C， 因 而 
Fs(x) Jars [ed [car Cs 千 作 
Mw) = | = |Fscwde = | [jacar]dr =| (C+tDdr = +DetE 
即 杆 段 上 前 力图 为 斜率 为 C 的 直线 ， 弯 逢 图 为 二 次 抛物 线 。 对 于 土建 类 专业 ， 由 于 规 
定 正 弯 和 矩 画 在 杆 轴线 下 方 ， 则 均匀 分 布 横向 荷载 作用 的 杆 段 ， 弯 和 矩 图 为 与 杆 轴线 变形 方向 
- 致 的 二 次 抛物 线 ; 而 对 于 机 械 类 专业 ， 由 于 规定 正 弯 矩 画 在 杆 轴线 上 方 ， 则 均匀 分 布 横 
向 荷载 作用 的 杆 段 ， 弯 矩 图 为 与 杆 轴线 变形 方向 相反 的 二 次 抛物 线 。 















































| 5. 4 作 梁 弯 矩 图 的 又 加 法 和 分 段 到 加 法 


1. 按 梧 加 原理 作 梁 的 谊 答 图 
当 梁 在 荷载 作用 下 的 变形 很 小 时 ， 其 跨度 的 改变 可 以 忽略 不 计 。 因 而 在 求 梁 的 支 座 反 
100 

















力 、 剪 力 和 弯 矩 时 ， 均 可 按 变形 前 的 原始 尺寸 来 

计算 , 且 所 得 的 结果 均 与 梁 上 的 荷载 成 线性 关系 。 

例如 图 5. 12(a) 所 示 悬 臂 梁 受 集中 荷载 F 和 均 布 

荷载 g 共同 作用 ， 距 左 端 为 x 的 任意 横 截 面 上 的 

查 矩 为 » 
A 


M(z)=Fr—3 


式 中 第 一 项 为 集中 荷载 下 单独 作用 时 所 引起 的 弯 
和 矩 ， 第 二 项 为 分 布 荷载 9 单独 作用 时 所 引起 的 


全 4 














此 可 知 : 梁 在 几 个 荷载 共同 作用 下 的 索 和 矩 ”图 5 .12 悬 营 梁 受 集中 荷载 和 均 
值 ， 等 于 各 荷载 单独 作用 时 普 答 的 代数 和 。 i 

实际 上 这 里 应 用 了 具有 普遍 意义 的 革 加 原理 (superposiiioh principle) ， 即 当 所 求 某 量 
(内 力 、 应 力 或 位 移 ) 与 粱 上 荷载 为 线性 关系 时 ， 由 多 个 荷载 共同 作用 时 引起 的 某 量 (内 力 、 
应 力 或 位 移 ) ， 就 等 于 每 个 荷载 单独 作用 时 所 引起 的 该 量 ( 肉 力 、 应 力 或 位 移 ) 释 加 。 乔 加 
原理 应 用 范围 是 材料 在 线 弹 性 范围 工作 。 SN- 

由 于 弯 矩 可 以 释 加 ， 故 表达 弯 矩 沿 染 长 代 变 化 情况 的 弯 矩 图 也 可 以 按 又 加 原理 作 图 
即 可 先 分 别 作出 各 荷载 单独 作用 下 染 的 普 矩 图 :然后 将 其 相应 的 纵 坐 标 着 加 ， 即 得 染 在 所 
有 荷载 共同 作用 下 的 这 和 矩 图 。 当 单 跨 梁 宇 桨 载 不 多 时 ， 用 春 加 法 作 寄 矩 图 或 求 应 力 、 位 移 
既 清 楚 又 方便 。 % 

例 5. 5 试 按 基 加 原理 作 图 5. 13(a) 所 示 简 支 梁 的 灾 年 图 。 

解 : 分 别 作出 梁 在 从 有 集中 力 偶 M.，[ 图 513(B)]、M.s [图 5.13(d)] 和 均匀 分 布 荷 
载 g [图 5.150)] 单独 作用 下 的 弯 矩 图 ， 如 图 5.13(c)、(e)、(g) 所 示 。 然 后 把 三 个 图 相 
又 加 ， 即 得 三 个 荷 裁 共 同 作用 下 的 M 图 ,如 图 5. 13(h) 所 示 。 

注意 ,大 加 法 作 弯 矩 图 是 将 各 个 荷 裁 单 独 作用 下 的 弯 矩 图 中 对 应 截面 的 灾 垂 纵 标 代数 
相 加 ， 而 不 是 过 和 矩 图 的 简单 拼合 。 


(b) ) 多 (d) 

(9) ID 4 图 包 ~ 
NM 
de Me 


(h) MM 图 




















M1 





Mu, Ma IP 
人 2 8 


图 5.13 例 5.5 图 
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E 


2 分 段 登 加 法 作 均 布 荷载 作用 下 梁 段 的 谊 答 图 


由 上 例 帮 加 过 程 和 结果 可 以 看 出 ， 若 把 5. 13(a) 所 示 简 支 梁 看 成 结构 上 ( 包 
- 段 ，Mu 、Me 看 成 杆 段 两 端 弯 矩 ， 支 座 反 力 看 成 杆 段 两 端 剪 力 ， 


个 受过 
在 杆 段 上 的 荷载 ， 仍 为 一 平面 一 般 平衡 力 系 ， 
荷载 作 


























矩 
次 抛物 线形 的 弯 和 矩 图 凸 出 的 方向 与 杆 段 变形 一 


杆 段 二 次 抛物 线形 的 弯 矩 图 凸 出 的 方向 与 杆 段 变形 相反 ;本 书 以 土建 类 专业 的 


的 弯 矩 图 。 


下 的 受 弯 杆 段 弯 窍 图 的 至 加 画 法 (分 段 琶 加 法 ) : 
端 恋 和 矩 ， 把 两 端 弯 和 矩 纵 标 连 虚线 ， 在 虚线 基础 上 释 加 同 跨度 简 支 梁 在 均 布 荷载 


图 ， 染 段 中 央 在 虚线 基础 上 大 加 守 矩 值 时 。 


舌 梁 ) 上 一 
均 布 荷载 为 作用 
则 不 难 引申 出 结构 上 (包括 梁 ) 上 任 一 段 均 布 
由 内 力 计算 规则 求 出 受 弯 杆 段 两 
E 用 下 的 弯 
土建 类 专业 ， 要 求 均 布 荷载 作用 下 杆 段 二 


一 致 ， 而 机 械 类 专业 ， 则 要 求 均 布 荷载 作用 下 
规定 来 作 梁 























| 9. 9 作 梁 前 力图 与 弯 矩 图 的 控制 截面 法 (简易 法 ) 


利用 剪 力 、 


， 而 用 控制 截面 法 能 更 加 简捷 地 画 出 毯 站 双 办 图 和 记 和 矩 图 。 控 制 


det 下 : 
(1) 取 分 离 体 ， 
(2) 用 内 力 计算 规则 求 各 控制 截面 剪 力 、 





IkNm |2kN_ AN 





Fa 





[sa 





(a) 外 伸 梁 计算 简 图 








(0) M 图 (kKN-m) 
5.14 例 5.6 图 
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求 支 座 反 力 (悬臂 梁 可 不 求 ) 。 


弯 矩 和 分 布 荷载 集 度 间 的 关系 ， 可 以 不 必 再 列 出 梁 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方 


截面 法 作 梁 的 剪 力 图 和 


弯 和 矩 值 .所 谓 控制 截面 为 集中 力 、 集 中 力 偶 
作用 点 的 左右 两 侧 截面 ， 分 布 力 、 分 布 力 
偶 的 起 点 和 终点 位 置 的 截面 。 

(3) 利用 剪 力 RsCz) 、 弯 和 矩 M(x) 和 分 
布 荷载 集 度 q(x) 间 的 关系 及 分 段 释 加 法 作 
梁 剪 力图 和 弯 矩 图 。 

下 面 通过 一 个 例题 说 明 用 控制 截面 法 
作 梁 的 剪 力图 和 弯 矩 图 。 

例 5.6 用 控制 截面 法 作出 图 5. 14(a) 
所 示 外 伸 梁 的 剪 力 图 和 弯 矩 图 。 























解 : (1) 求 支 座 反 力 。 取 梁 整 体 为 研 
究 对 象 ， 由 平衡 方程 
SMs=0, 
FAX12 一 1X8X8 一 2X8 一 10 十 2X3 一 0 
得 Fs=7kN 
DF,=0, Fa—1X8—2+Fs—2=0 
得 Fs=5kN 


(2) 计算 各 控制 截面 的 内 力 值 。 
由 于 梁 仅 承受 竖 向 外 力 及 外 力 偶 作 用 ， 
故 所 有 截面 上 都 不 存在 轴 力 。 选 择 各 杆 段 


柄 二 训 曲 内 力 





的 两 端 截面 为 控制 截面 ， 由 内 力 计算 规则 求 各 控制 截面 内 力 值 。 

剪 力 Fs 值 : 

AC 段 : Faw 一 Fa=7kN, Fs =FA—1X4=3kN; 

段 : Fsc# 二 FA 一 1X4 一 2 二 1kN, Fsps 二 Fa 一 1X8 一 2 二 一 3kN; 

DB 段 : Fspt 二 Fa 一 1X8 一 2 二 一 3kN,， Fsge 一 Fa 一 1X8 一 2 二 一 3kN; 

段 :Fsgs =Fa—1X8 一 2 十 Fs=2kN, Fses =Fa—1X8—2 二 Fs=2kN; 

弯 矩 M 值 : 

AC 段 ， Mw =FaX0=0, Mc =FaX4—1X4X2=20kN ,mi 

CD 段 ， Mes 二 FAX4 一 1X4X2=20kN 。mi 

Mox =Fa X8—1X8X4—2X4=16kN ,mi 

DB 段 ， Mpt =FaX8 一 1X8X4 一 2X4 一 10=6kN ,mi 

Myx =Fa X12—1X8X8—2X8—10=—6kN * m; KN 

BE 段 : Mst =Fn X12 一 1X8X8 一 2X8 一 10 十 FsX0< SokN. m, 

Mss =FA X15—1X8X11—2X11—10+FsX3=00\ 

实际 上 ， 任 一 截面 的 内 力 ， 既 可 以 把 截面 左 便 外 力 应 用 内 力 计算 规则 来 计算 ， 也 可 以 
把 截面 右 侧 外 力 应 用 内 力 计算 规则 来 计算 ， 所 得 到 的 内 力 值 是 相同 的 。 本 例题 是 从 左 侧 外 
力 应 用 内 力 计算 规则 来 计算 各 控制 截面 内 力 值 的 。 从 计算 结果 还 可 看 出 : 无 集中 力作 用 
处 ， 左 、 右 侧 两 截面 剪 力 值 相 同 ， 无 集中 力 偶 作 用 处 ， 左 、 右 两 侧 截 面 弯 和 矩 值 相 同 。 

(3) 作 内 力图 。 

剪 力 图 只 和 需 分 两 步 作出 第 冰 将 各 控制 夫 共和 用 重 直 于 杆 轴 线 的 纵 标 线 表 
示 ， 表 示 正 剪 力 值 的 纵 标 线 画 在 杆 轴线 上 方 ， 表 示 负 剪 力 值 的 纵 标 线 画 在 杆 轴线 下 方 。 
第 二 步 : 由 各 杆 段 剪 力 -天 Gz) 与 分 布 荷载 集 度 wCzy 间 的 关系 作 各 杆 段 剪 力图 。 对 于 无 荷 
载 或 有 均 布 荷载 的 杆 段 ， tn ede eee 然后 
把 各 控制 截面 剪 力 值 标 于 对 应 位 置 ， 并 在 图 申 标明 “十 ”"、“ 一 ”号 ， 即 得 全 梁 剪 力图 ， 如 
图 [5.14(b)] 所 示 。 

弯 矩 图 需 分 两 步 作出 。 第 一 步 : 将 各 控制 截面 弯 矩 值 用 垂直 于 杆 轴线 的 纵 标 线 表示 ， 
表示 正 弯 矩 值 的 纵 标 线 画 在 杆 轴线 下 方 ， 表示 负 弯 矩 值 的 纵 标 线 画 在 杆 轴线 上 方 。 第 二 
Ce ta 对 于 无 荷载 的 杆 
段 ， 弯 和 矩 图 为 直线 ， 只 须 将 杆 段 两 端 纵 标 线 之 间 分 别 连 实 直线 ， 对 于 均 布 荷载 的 杆 段 ， 弯 
a -次 抛物 线 ， 可 先 将 杆 段 两 端 纵 标 线 之 间 分 别 连 虚 直 线 ， 然 后 以 虚 直 线 为 基线 ， 秋 
加 跨度 等 于 杆 段 长 度 的 简 支 梁 在 均 布 荷载 作用 的 弯 算 ， 杆 段 中 央 在 虚线 基础 上 蚕 加 弯 矩 值 


时 (注意 ， 登 加 是 纵 标 值 的 相 加 ，。 因 此 乔 加 值 必须 垂直 于 村 轴线 方向 面 出， 而 不 是 垂直 于 


虚线 )。 然 后 把 各 控制 截面 村 矩 值 标 于 对 应 位 置 ， 并 在 图 中 标明 “十 "、“ 一 ”号 ， 即 得 全 
粱 过 矩 图 ， 如 图 [5. 14(e)] 所 示 。 
(4 求 出 均 布 荷载 作用 的 杆 段 极 值 村 抵 。 
对 于 均 布 荷 载 作用 的 杆 段 ， 极 值 灾 和 矩 必 须 求 出 并 标 出 ， 因 为 它 是 杆 段 设计 的 重要 依 
据 。 由 煤 人 富 一 请 (z) 可 知 ， 在 F(x) 一 0 的 截面 有 极 值 村 矩 。 由 剪 力图 的 几何 关系 ,可 
得 产生 极 值 杰 矩 的 截面 位 置 ， 青 由 内 力 计 算 规 则 算出 均 布 荷 裁 作用 的 杆 段 极 值 杰 徐 Mt 或 
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Mas， 并 标 于 图 中 。 本 题 均 布 荷载 作用 的 杆 段 Fs(z) 一 0 的 截面 zx 一 5m， 该 截面 极 值 这 矩 


Mi 可 由 内 力 计算 规则 算出 Mi 一 FaX5 一 1X5X 志 一 2X1 一 20. 5(kN。m)。 在 弯 答 图 






































上 标 出 如 图 [5. 14(c)] 所 示 。 

(5) 作 校 核 。 

对 梁 的 内 力图 进行 下 述 三 点 校 核 是 很 必要 的 ,一 般 来 说 这 样 校 核 基本 上 能 保证 内 力 
的 正确 。 


Q@ 用 另 一 个 平衡 方程 校 核 支 座 反 力 ， 这 一 点 要 在 求 出 支 座 反 力 后 及 时 进行 ; 
@ 在 各 区 段 上 用 Fs(x)、M(x) 和 g(xz) 间 的 关系 检查 图 线 的 性 质 ; 
@ 在 各 集中 力 和 集中 力 偶 处 检查 内 力 值 的 突变 情况 。 








| 5. 6 平面 刚 架 、 和 斜 梁 和 曲 杆 的 内 力图 


刚 架 (也 称 框架 ) 是 由 梁 和 柱 组 成 的 杆 件 结构 ,/ 它 的 重要 特点 是 具有 刚 结 点 (全 部 或 部 
分 )。 如 果 刚 架 所 有 杆 件 的 轴线 都 在 同一 个 平面 内 县 荷载 也 作用 于 该 平面 内 ， 这 样 的 刚 
架 称 为 平面 刚 架 。 平 面 刚 架 各 杆 的 内 力 ， 除 了 剪 力 和 弯 矩 外 ， 还 有 轴 力 。 刚 架 轴 力 计算 规 
则 为 : 某 横 截面 上 的 轴 力 Fx 等 于 作用 在 该 横 截 面 任 一 侧 ( 左 侧 或 右 侧 ) 梁 上 所 有 外 力 在 该 
横 截 面 法 线 上 的 投影 代数 和 。 当 外 力 箭头 离开 该 横 截 面 时 ， 该 外 力 在 该 横 截 面 法 线 上 的 投 
影 取 正 ， 反 之 取 负 。 刚 架 剪 力 、 灾 逢 计算 规则 与 前 述 相同 六 习惯 上 按 下 列 约 定 ; 

(1) 刚 架 的 弯 矩 图 画 在 各 杆 纵 向 纤维 的 受 拉 一 侧 不 注 明 正 、 负 号 。 

(2) 刚 架 的 剪 力 图 及 轴 力 图 可 夯 在 刚 架 杆 轴 线 的 任 二 侧 ( 通 常 正 值 夯 在 刚 架 的 外 侧 )， 
须 注 明正 、 负 号 。 i 

(3) 斜 梁 、 明 杆 策 截面 上 的 内 力 情况 及 其 内 力图 的 绘制 方法 ， 与 刚 架 的 相 类 似 。 

例 5.7 图 5.15(a) 所 示 为 下 端 固定 的 刚 架 ， 在 其 轴线 平面 内 受 集中 荷载 内 和 Fs 作 
日。 试 绘制 刚 架 的 内 力图 。 























Fia 
—| FiatFyl 
(a) 刚 架 计算 简 图 (b) FN 图 (OF 图 (d) NM 图 


图 5.15 例 5.7 图 


解 : 计算 内 力 时 ， 一 般 应 先 求 刚 架 的 反 力 。 本 题 中 刚 架 的 C 点 为 自由 端 。 若 取 包 含 自 
由 端 部 分 为 研究 对 象 [图 5. 15(a)]， 就 可 不 求 支 反 力 。 下 面 分 别 列 出 各 段 杆 内 力 方程 为 
CB 段 : 























Fn(x)=0 
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二 荣 5 章 ”弯曲 内 力 


Fs(x)=F 
M(x)=—Fx (0<zx<a) 
BA 有 段 : 
Fx(x1)=—F 
Fs(x1)=F;, 
M(xz1)=—Fla—Fxr (0<xr<) 
根据 各 段 杆 的 内 力 方程 ， 即 可 绘 出 轴 力 、 剪 力 和 弯 矩 图 ， 分 别 如 图 5. 15(b)、(c)、 
(d) 所 示 。 
例 5.8 简 支 斜 梁 A 轴线 倾角 为 <， 水 平方 向 直线 跨度 为 /， 受 均 布 荷 载 ga 作用 ， 见 
图 5. 16(a) 。 试 绘制 该 斜 梁 内 力图 。 
解 :1) 选 坐标 系 ， 计 算 支 座 反 力 。 将 坐标 原点 选 在 梁 左 端 A 支 座 上 ，x 轴线 水 平 向 
右 为 正方 向 。 分 析 斜 梁 整 体 平衡 : 4 








由 2F.=0 得 X=0 ,Ce 六” (5-14) 
由 Ms 一 0 得 YU 一 % 二 0、 
1 .y ON 
Yh = (5-15) 
由 忆 F, 一 0 得 YYayw 一 gl 一 0 
Ye Y= (5-16) 
= 


从 式 (5 -14)、 式 (5 -15)、 式 516) 

可 知 ， 当 简 支 斜 梁 与 简 支 水 平 梁 的 荷载 和 路 
度 相同 时 ， 梁 的 支 座 反 力 也 相同 。 
(2) 列 内 力 方程 取 占 为 研究 对 象 ， 其 
垂直 梁 轴 线 方向 的 外 力 有 grcosa 和 YAcosa 
沿 梁 轴线 方向 的 外 力 有 qzsing 和 Yasina 
故 由 剪 力 、 轴 力 和 弯 矩 计算 规则 可 列 出 该 截 
面 的 内 力 方程 : 


FSs(Z) 一 YAcosa 一 gcosa $alcosa gzxcosa 

















一 (二 ol 一 民 jcos (5=17》 











FNCZ) YAsina 十 dzrsina 二 olsina Fgqrsing 
= 一 (qq )sina (5—18) 


M(x)=Yax 一 二 co 一 二 qlz 一 二 qx 
《5 一 19) 

(3) 绘制 内 力图 。 以 平行 斜 梁 轴线 的 直 
线 为 横 坐 标 ， 以 与 横 坐 标 垂直 的 坐标 轴 为 内 
力 坐 标 绘制 内 力图 。 其 中 剪 力图 和 轴 力 图 应 
注 明 正 负 号 ， 弯 矩 图 则 绘 于 斜 粱 受 拉 纤 维 的 
一 侧 ， 见 图 5. 16(b) 、(c) 、(d) 。 图 5.16 例 5.8 图 
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本 例题 斜 梁 上 的 分 布 荷载 集 度 q 沿 水 平方 向 计算 。 但 有 时 均 布 荷载 集 度 gq' 沿 斜 杆 轴线 
方向 计算 。 例 如 斜 杆 自重 产生 的 荷载 等 ， 见 图 5. 16(e)。 为 使 这 种 荷载 作用 下 的 斜 杆 的 内 
力 计算 仍 能 直接 利用 式 (5. 17)、 式 (5. 18) 、 式 (5. 19) 进 行 计 算 ， 可 根据 作用 在 杆 上 的 荷载 
值 不 变 的 原则 ， 将 沿 杆 轴线 均匀 分 布 的 荷载 集 度 9 ,转化 为 沿 水 平方 向 均 布 的 荷载 集 度 9， 
使 9 三 %L。 式 中 /为 斜 杆 轴线 长 度 ，! 为 斜 杆 轴线 的 水 平 投影 长 度 。 故 

一生 0 一 /cosa 

图 5. 16(e) 所 示 斜 杆 荷 载 如 此 转化 后 ， 就 可 用 图 5. 16(a) 作 为 计算 简 图 ， 进 行内 力 
计算 。 

例 5.9 作 图 5.17 所 示 曲 杆 的 内 力图 。 

解 : 本 例题 曲 杆 所 受 的 外 力 虽 是 一 不 变 的 铅 垂 方向 的 集中 力 ,但 曲 杆 AB 各 横 截 面 
的 方位 均 随 0 值 而 变化 ， 故 以 极 坐标 表示 其 内 力 方程 。 即 [人 


f 
机 






































(9) JS》 (9 > (d) 


图 5.17 例 5.9 图 





Fs(O) 一 Fe 名 (fo<o< 子 ) 
Fu(0)——Fsing (o<o< 季 ) 


M(O) 一 FRsing (0<0< 皇 ) 
作 三 个 曲 杆 轴线 图 ， 以 此 图 为 基线 ,将 各 0 值 所 对 应 的 剪 力 、 轴 力 和 弯 和 矩 值 标 在 与 横 
截面 相应 的 半径 线 上 ， 连 接 这 些 点 ， 作 出 光滑 曲线 ， 即 为 该 曲 杆 的 内 力图 。 剪 力图 和 轴 力 
图 要 注 明 正 负 号 ， 弯 矩 图 不 注 正 负 号 ， 画 在 曲 杆 的 受 拉 侧 。 





小 结 














本 章 将 讨论 材料 力学 中 构件 受 力 后 的 另 一 种 基本 变形 ， 即 弯曲 变形 。 当 作用 于 杆 件 上 
的 外 力 垂直 于 杆 件 的 轴线 ， 使 原来 的 轴线 变 为 曲线 ， 这 种 形式 的 变形 称 为 弯曲 变形 ， 以 弯 
曲 变 形 为 主 的 杆 件 习惯 上 称 为 粱 。 在 本 章 的 学 习 中 要 求 熟 练 掌握 建立 剪 力 、 弯 和 矩 方 程 和 绘 
制 前 力 弯 矩 图 的 方法 。 并 深刻 理解 前 力 、 弯 矩 和 分 布 荷载 集 度 间 的 征 分 关系 ， 以 及 掌握 
该 关系 绘制 或 检验 梁 的 剪 力 、 弯 矩 图 的 方法 。 本 章 具 体内 容 概要 为 : 
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十 曾 训 曲 内 力 





1. 更 定 梁 的 基本 形式 

(1) 简 支 梁 : 一 端 固定 ， 一 端 活动 。 

(2) 外 伸 梁 : 简 支 梁 的 一 端 或 两 端 伸 出 支 座 外 。 

(3) 悬臂 梁 : 一 端 固定 , 一端 自 由 。 

2. 弯曲 内 力 及 其 符号 

梁 的 弯曲 内 力 分 量 包括 剪 力 玉 和 弯 矩 M。 仍 采用 截面 法 确定 其 值 的 大 小 。 

内 力 分 量 符号 的 规定 。 任 一 截面 上 剪 力 以 对 杆 段 另 一 端 横 截 面 形 心 产生 顺 时 针 力 和 矩 时 
为 正 ， 以 对 杆 段 另 一 端 横 截 面 形 心 产生 逆 时 针 力 矩 时 为 负 。 任 一 截面 上 弯 矩 以 使 梁 段 下 侧 
纵向 纤维 拉 长 ， 上 侧 压 短 时 为 正 ; 以 使 梁 段 上 侧 纵 向 纤维 拉 长 ;下 侧 压 短 时 为 负 。 

3. 剪 力 、 弯 和 矩 计算 规则 

(1) 某 横 截 面 上 的 剪 力 Fs 等 于 作用 在 该 横 截 面 任 一 侧 ( 左 侧 或 右 侧 ) 梁 上 所 有 外 力 在 
该 横 截 面 及 其 延展 面 上 的 投影 代数 和 。 :Si 在 该 横 截 
面 及 其 延展 面 上 的 投影 取 正 ， 反 之 取 负 。 

(2) 某 横 截 面 上 的 弯 矩 M 等 于 作用 在 该 模 截 面 任 二 < 补 ( 先 侧 或 右 侧 ) 潜 上 所 有 外 力 对 该 
横 截 面 形 心 的 力矩 代数 和 。 外 力 对 该 模 截 面 形 心 产生 的 力矩 使 该 横 蕉 面 下 侧 纵向 纤维 拉 长 
时 取 正 ， 反 之 取 负 。 据 此 规则 ， 在 实际 计算 中 可 不 必 将 梁 假想 地 截 开 ， 取 研究 对 象 ， 而 直 
接 从 横 截 面 的 任意 一 - 侧 梁 上 的 外 力 来 求 该 模 截 面 上 的 剪 力 和 弯 矩 。 

4. 弯曲 内 力 的 表示 方式 YN- 

任 一 截面 上 的 弯曲 内 力 均 可 采用 剪 力 和 弯 矩 方程 ， .或 前 力图 和 弯 矩 图 表示 。 采 用 截 
面 法 即 可 列 出 前 力 方程 和 灾 算 方程 至 于 区 力图 得 线 周 其 定义 方式 和 轴 力 图 是 类 
似 的 。 





















































5。 集 中 力 、 集 中 力 仿 两 侧 受 力 情况 ee 

在 集中 力 商 侧 前 和 邻 模 蕉 而 上 弯 矩 相同 而 剪 力 发 生 突变 ， 且 突变 量 等 于 集中 力 的 大 
小 。 在 集中 力 但 丙 全 的 相信 全 区 面 上 ， 剪 为 相间 而 弯 矩 发 生 突变 ， 且 突变 量 等 于 集中 力 偶 
的 大 小 。 

6、 前 力 、 栖 外 与 分 布 共 载 集 度 间 的 微分 关系 

(1) 对 于 一 段 梁 内 ， 若 无 荷载 作用 ， 即 g(xz) 二 0， 则 在 这 段 梁 内 剪 力 F(x) 二 常数 ， 


前 力图 是 平行 于 工 轴 的 直线 ， 由 和 EM 一 g(z) 一 0， 知 MGz) 是 一 次 了 数 ， 弯 箱 图 是 身 
直线 。 
(2) 对 于 一 段 梁 ， 若 作用 均 布 荷载 ， 即 q(x) 二 常数 , 则 d(z) 一 常数 ， 


ce 
物 线 。 

(3) 对 一 段 梁 , 若 Fs (zx) 二 
即 弯 矩 的 极 值 发生 在 前 力 为 零 的 截面 上 。 

7. 刚 架 、 斜 梁 和 曲 杆 的 内 力 方程 和 内 力图 

刚 架 和 曲 杆 的 平面 问题 一 般 有 三 个 内 力 : 轴 力 、 剪 力 和 弯 矩 。 刚 架 轴 力 计算 规则 为 
某 模 截面 上 的 轴 力 FN 等 于 作用 在 该 模 截面 任 一 侧 ( 左 侧 或 右 侧 ) 梁 上 所 有 外 力 在 该 模 截面 
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二 dFs 
dr 








到 (ee 二 0， 则 在 这 一 截面 上 村 年 有 一 极 小 值 或 极 大 什 





E 


法 线 上 的 投影 代数 和 。 当 外 力 箭头 离开 该 横 截 面 时 ， 该 外 力 在 该 横 截 面 法 线 上 的 投影 台 
正 ， 反 之 取 负 。 刚 架 剪 力 、 弯 和 矩 计算 规则 与 前 述 相同 。 习 惯 上 按 下 列 约定 : 

01) 刚 架 的 弯 矩 图 画 在 各 杆 纵向 纤维 的 受 拉 一 侧 ， 不 注 明 正 、 负 号 。 

(2) 刚 架 的 前 力图 及 轴 力 图 可 画 在 刚 架 杆 轴线 的 任 一 侧 ( 通 常 正 值 画 在 刚 架 的 外 侧 )， 
须 注 明正 、 负 号 。 

(3) 斜 粱 、 曲 杆 横 截 面 上 的 内 力 情况 及 其 内 力图 的 绘制 方法 ， 与 刚 架 的 相 类 似 。 


5.1 试问 : (1) 在 图 5. 18(a) 所 示 梁 中 ，AC 段 和 CB 段 剪 力图 图 线 的 斜率 是 否 相 同 ? 
为 什么 ? \ 

(2) 在 图 5. 18(b) 所 示 梁 的 集中 力 偶 作 用 处 ， 左 、 右 两 段 弯 和 矩 图 图 线 的 切线 斜率 是 否 
相同 ? 


40kN "TORN:m 
2kN/m 2kKN/m 


2m 2m A 1m 3m 
I 0, 
图 5.18 思考 题 $1 图 | 
5.2 具有 中 间 铵 的 矩形 截面 粱 上 有 一 活动 荷 裁 下 可 沿 全 梁 / 移动 ， 如 图 5. 19 所 示 。 
试问 如 何 布置 中 间 铵 SC 和 可 动 铵 支 座 互 ,i 寺 能 充分 利用 材料 的 强度 ? 


5.3 简 支 梁 的 半 跨 长 度 上 承受 集 度 为 加 的 均 布 外 力 偶 作 用 ， 如 图 5. 20 所 示 。 试 作 梁 
的 Fs、M 图 。 











图 5.19 思考 题 5.2 图 图 5.20 思考 题 5.3 图 
习 题 
5.1 试 求 如 图 5. 21 所 示 各 梁 指 定 截 面 上 的 剪 力 和 弯 矩 (各 截面 无 限 趋 近 集 中 荷载 作 




















点 或 支 座 ) 。 
5.2 试 列 出 如 图 5. 22 所 示 各 梁 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 ， 作 前 力图 和 弯 矩 图 ， 并 求 
Fs| wx 和 | M | sx 
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梨 5 总 2 弯 曲 内 力 

















M=Fa 2F 
名 和 1 
| zt 1 纺 2 
-一 | 
(a) 
[WEEE 
2 TT 
Up 了 
(d) 
图 5.21 习题 5.1 图 
2F MeFa My ~ M=ga: 
外 一 他 | B | 
a 2a 





图 5.22 习题 5.2 图 
控制 截面 法 作出 图 5.23 所 示 外 伸 梁 的 剪 力 图 和 变 矩 图 ， 并 求 | Fs | wx 




















5.3 


和 | M| wx。 
5.4 用 释 加 法 作 如 图 5. 24 所 示 各 梁 的 弯 矩 图 。 


设 梁 的 前 力图 如 图 5. 25 所 示 ， 试 根据 荷载 集 度 g(x) 、 
集中 力 偶 。 


5.5 


间 的 微分 关系 作 弯 矩 图 及 荷载 图 。 已 知 粱 上 没有 作 




















剪 力 Fs(Cz) 和 弯 矩 M(x) 
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4kN-m 


20kN-m 














Fs(kN) 


Fs(kN) 


Fs(kN) 


Fs(kN) 

















图 5.25 习题 5.5 图 








人 及时 ) 


掌握 纯 次 曲 横 截面 上 的 应 力 的 推导 过 程 
熟练 掌握 横 力 索 曲 梁 的 正 应 力 及 正 应 力 强度 计算 方法 
热 练 掌握 横 力 弯曲 梁 的 谊 曲 正 应 力 及 剪 应 力 强度 计算 方法 . 


pA 











理解 梁 的 合理 设计 的 概念 AAA 
掌握 电 测 试验 应 力 的 基本 原理 和 方法 GT 
了 解 两 种 材料 的 组 合 梁 正 应 力 、 剪 应 力 强度 计算 方法 
ak) ' 
知识 要 点 “能 力 要 求 相关 知识 
,Ol) Tr 为 的 牙 
和 过 和 积分 的 概念 


绝 索 曲 横 稚 面 上 的 应 力 所 


_ (2) 掌握 和 矩 形 、 圆 形 、 “ 夯 款 形 、 箱 
形 、 组 合 工 字形 、T' 形 基 面 惯性 矩 工 、 
抗 索 截 面 系 救 JWV- 的 计算 方法 


空间 一 般 力 系 的 合成 





横 力 这 曲 梁 的 还 应 力 及 正 


(1) 熟练 掌握 横 力 次 曲 梁 的 正 应 力 在 








横 截 面 上 的 分 布 规律 组 合 平面 的 形 心 
应 力 强度 计算 方法 (2) 熟练 掌握 横 力 索 曲 梁 的 正 应 力 强 | ”惯性 短 平 行 移 轴 公 式 
度 计 算 方法 
(1) 理解 横 力 弯曲 梁 横 截面 上 的 切 应 
力 推导 过 程 
补 力 帘 则 染 的 过 井 世 应 力 | (2) 雪 练 掌握 横 力 寄 寺 梁 的 切 应 力 在 | 。 全 人 的 相合 人 央 
及 切 应 力 强度 计算 方法 横 蕉 面 上 的 分 布 规律 i 
(3) 熟练 掌握 横 力 谊 曲 梁 的 切 应 力 强 的 
度 计算 方法 
人 (1) 理解 提高 梁 索 曲 强度 的 措施 塑性 材料 、 脆 性 材料 抗 拉 





(2) 理解 等 强度 梁 的 概念 





及 抗 压 特 性 








Ds 


直 梁 弯曲 时 ， 横 截面 上 一 般 会 产生 两 种 内 力 一 一 前 力 和 兹 矩 


为 横 力 弯曲 ;在 某 些 情 


这 种 婚 有 弯 垂 又 有 剪 力 的 杆 件 弯曲 称 
况 下 ， 梁 的 某 区 段 或 整个 梁 内 ， 横 截面 上 只 有 索 矩 而 无 音 力 ， 这 种 只 有 弯 算 而 无 
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EPE 


~ 





前 力 的 杆 件 弯曲 称 为 纯 弯 曲 。 

本 章 主要 研究 横 力 弯曲 梁 的 正 应 力 及 正 应 力 强度 计算 方法 ; 横 力 弯曲 梁 的 弯曲 切 应 力 及 切 应 力 
强度 计算 方法 ; 为 此 ， 首 先 推导 纯 索 曲 横 截 面 上 的 应 力 公式 ， 然 后 根据 弹性 力学 的 精确 分 析 计 算 结 
果 把 纯 弯 曲 横 截 面 上 的 应 力 公 式 推广 到 横 力 索 曲 截面 上 。 本 章 的 学 习 非 常 重要 ， 它 是 将 来 学 习 杆 件 
组 合 变形 时 横 截 面 上 的 应 力 的 基础 ， 也 是 将 来 学 习 《 钢 结构 》、《 混 凝 土 结构 》 中 梁 的 强度 校 核 和 截 
面 设计 的 基础 。 





| 6.1 概 述 


第 5 章 详 细 讨论 了 梁 横 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 ， 梁 的 剪 力 、 蜀 矩 与 梁 的 截面 尺寸 、 形 状 
以 及 梁 的 材料 性 质 无 关 。 但 实践 证 明 ， 前 力 和 弯 矩 相同 的 两 个 梁 ; 温 然 横 截 面 的 面积 
等 ， 若 几何 形状 不 同 ， 甚 强度 和 刚度 却 不 同 ， 如 图 6. 1(a 和 CCb》 所 示 。 而 且 即 使 横 截面 的 
尺寸 和 几何 形状 均 相 同 ， 若 梁 的 放 惫 方位 不 同 (如 有 了 苇 放 与 竖 放 之 分 ) 其 强度 和 刚度 也 不 
同 ， 如 图 6.1(c)、(d) 所 示 。 这 说 明 梁 的 强度 不 仅 与 其 内 力 数 值 有 关 ， 而 且 与 横 截 面 形状 
及 内 力 在 横 截面 上 的 分 布 情况 有 关 ， 因此 必须 研究 梁 的 弯曲 应 力 。 

















图 6.1 梁 的 强度 与 截面 形状 及 放置 方位 有 关 


因为 剪 力 是 横 截 面 上 切 向 分 布 内 力 的 合力 ; 弯 和 矩 是 横 截 面 上 法 向 分 布 内 力 的 合力 偶 
矩 ， 所 以 一 般 梁 的 横 截 面 上 既 有 切 向 应 力 ， 即 切 应 力 r， 又 有 法 向 应 力 ， 即 正 应 力 c。 本 
章 研究 等 截面 直 梁 在 平面 弯曲 时 横 截 面 上 的 正 应 力 和 剪 应 力 的 计算 方法 ， 以 及 相应 的 正 应 
力 强度 条 件 和 切 应 力 强度 条 件 。 





| 6. 2 梁 横 截面 上 的 正 应 力 和 强度 条 件 


6.2.1 梁 横 截面 上 的 正 应 力 


直 梁 弯曲 时 ， 横 截面 上 一 般 会 产生 两 种 内 力 一 剪 力 和 弯 矩 ， 这 种 既 有 弯 矩 又 有 剪 力 的 杆 
件 弯 曲 称 为 横 力 弯曲 (nonuniform bending); 在 某 些 情况 下 ， 梁 的 某 区 段 或 整个 梁 内 ， 横 截面 
上 只 有 弯 矩 而 无 剪 力 ， 这 种 只 有 弯 惩 而 无 剪 力 的 杆 件 弯 曲 称 为 纯 弯 曲 (pure bending) 。 
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如 图 6. 2(a) 所 示 的 简 支 梁 ， 承 受 对 称 于 梁 中 点 的 集中 力 下 作用 ， 其 计算 简 图 如 图 6.2 
(b) 所 示 。 剪 力图 和 弯 和 矩 图 如 图 6.2(c)、(d) 所 示 。 在 AC、BD 段 的 横 截 面 上 ， 剪 力 和 弯 
和 矩 同 时 存在 ， 为 横 力 弯曲 ;而 在 CD 段 的 横 截 面 上 ， 剪 力 为 零 ， 弯 和 矩 M= Fa 为 常量 ， 
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(b) 


| 风 | 
M | 
AAA 


图 6.2 简 支 梁 受 力 情况 
梁 横 力 弯曲 时 ， 横 截面 上 既 有 剪 力 ， 又 有 栖 邱 ， 相对 应 地 ， 横 截面 上 必然 同时 存在 两 
种 应 力 一 一 切 应 力 和 正 应 力 。 但 当 梁 发 生 纯 弯 帅 时 ， 因 横 截 面 上 只 有 弯 和 矩 ， 则 只 存在 正 应 
力 ， 而 无 切 应 力 。 下 面 我 们 先 针对 纯 弯 曲 情 况 来 分 析 正 应 力 与 弯 矩 的 关系 ， 导 出 纯 弯曲 梁 
的 正 应 力 计算 公式 。 以 矩形 截面 梁 为 例 ， 分 析 时 需 综合 考虑 变形 几何 关系 、 物 理 关系 和 静 
力学 关系 三 方面 。 4 了 
1. 变形 几何 关系 (Daformation Geometric Relatign ) 
首先 通过 试验 观察 梁 的 变形 。 取 - -和 矩形 截面 梁 ; 在 其 中 段 的 侧面 上 ， 夯 两 条 平行 于 轴线 
的 纵向 直线 PP\ SS! 垂直 于 轴线 的 横向 直线 wm、7z: [图 6. 3(a)]， 然 后 按 图 6. 3(b) 所 示 的 
方式 加 载 ， 梁 的 中 段 便 处 于 纯 弯 曲 状态 。 此 时 可 观察 到 下 列 变形 现象 [图 6. 3(b)]。 
(1) 纵向 直线 PP、SS 变 成 圆 弧 线 P'P'、S' S ，, 且 PP' 比 PP 缩短 ，S'S' 比 SS 





(0) 











伸 长 





(2) 横向 直线 mmx、nn 仍 为 直线 ， 只 是 相对 转 过 一 个 角度 ,但 仍 与 P'P'、S'S' 弧 线 





重 直 。 
根据 上 述 梁 表 面 的 变形 现象 ， 运 用 推理 方法 ， 可 认为 侧面 上 的 横向 直线 反映 整个 横 截 
面 的 变形 ， 于 是 对 梁 的 内 部 变形 作出 如 下 假设 9: 梁 的 横 截 面 在 纯 弯 曲 变形 时 仍 保持 为 平 
面 ， 并 且 仍 垂直 于 变形 后 梁 的 轴线 ， 只 是 绕 横 截 面 上 某 一 轴 转 过 了 一 个 角度 。 此 假设 称 为 
平面 假设 。 
在 平面 假设 的 基础 上 ， 若 设想 梁 由 多 层 纵向 纤维 组 成 ， 则 梁 弯 曲 变 形 时 ， 上 部 纤维 缩 
短 ， 下 部 纤维 伸 长 。 由 于 变形 的 连续 性 ， 中 间 必 有 一 层 纤 维 层 既 不 伸 长 ， 也 不 缩短 。 这 一 
纤维 层 称 为 中 性 层 ， 中 性 层 与 横 截 面 的 交 线 称 为 中 性 轴 ， 如 图 6. 3(c) 所 示 。 

下 面 进行 几何 分 析 ， 以 找 出 梁 纵 向 线 应 变 沿 横 截面 高 度 的 变化 规律 。 为 此 ， 从 图 6.3 
































@ 该 假设 之 所 以 能 成 立 ， 是 因为 根据 这 些 假设 所 推导 出 的 应 力 和 变形 的 计算 公式 的 可 靠 性 已 为 试验 所 证 实 ， 而 
且 用 弹性 力学 可 以 分 析 证 明 纯 弯曲 时 梁 的 横 截面 是 保持 为 平面 。 
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EPE 


~ 





所 示 的 梁 中 取出 dz 一 段 ， 如 图 6. 4 所 示 。 设 梁 变 形 后 该 微 段 两 端面 相对 转 过 dp 角 ， 中 性 
层 曲率 半径 为 o， 横 截面 对 称 轴 为 y 轴 ， 中 性 轴 为 轴 。 现 研究 微 段 上 距 中 性 轴 为 y 处 纤 
维 ab 的 线 应 变 。 








中 性 层 。 中 性 轴 
©) ,对 全) (b) 


< 

图 6.3 矩形 截面 梁 纯 弯曲 时 的 变形 现象 图 6.4 纯 弯 曲 时 梁 的 微 段 变形 

变形 前 ，ap 一 dz 一 OIO:apdp 和 变形 后 ，ob=(o 士 y)d81 因此 ab 纤维 的 线 应 变 为 
sh A C6=17 


在 取 定 截面 处 他 率 1/p 为 常量 ， 故 式 (6 > 访 表 明 梁 的 纵向 线 应 变 。 与 纤维 到 中 性 四 


的 距离 y 成 正比 
2, 物理 关 亲 CPhysical Relationship) 
在 小 变形 下 ， 梁 纯 弯 曲 时 纵向 纤维 之 间 的 相互 挤 压 作 用 可 忽略 不 计 ， 即 认为 各 纵向 纤 
维 均 处 于 单 向 拉 伸 或 压缩 的 受 力 状 态 。 因 此 ， 当 弯曲 正 应 力 不 超 出 材料 的 比例 极限 时 ， 纵 
向 纤维 上 的 正 应 力 与 线 应 变 服从 胡 克 定律 。 
FE 了 

















将 式 (6 - 1) 代入 上 式 得 
oy 《6= 分 
由 式 (6- 2) 可 见 ， 横 截面 上 任 一 点 处 的 正 应 力 与 该 点 到 中 性 轴 的 距离 y 成 正比 ， 与 = 坐标 
无 关 。 即 弯曲 正 应 力 沿 横 截 面 高 度 按 线性 规律 分 布 ， 如 图 6. 5 所 示 。 
3， 静 力学 关系 (Static Relationship) 


式 (6-2) 虽 解决 了 弯曲 正 应 力 ec 的 分 布 规律 ， 但 还 不 能 直接 用 来 计算 正 应 力 。 因 为 曲 
率 1/p 与 弯 算 的 关系 未 知 ， 中 性 轴 = 的 位 置 尚未 确定 。 这 可 由 静 力 学 关系 来 解决 。 

在 模 截面 上 坐标 为 (y，<) 处 取 微 面积 dA， 其 上 作用 着 法 向 微 内 力 cdA， 如 图 6.6 
所 示 。 
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图 6.5 矩形 截面 梁 横 截面 上 正 应 力 分 布 情况 图 6.6 正 应 力 与 内 力 分 量 间 的 关系 

整个 横 截 面 各 点 处 这 样 的 微 内 力 组 成 空间 平行 力 系 。 由 于 纯 赤 曲 时 梁 内 仅 存在 位 于 纵 
向 对 称 平面 内 的 杰 答 M，M=M-， 根 据 静 力 合成 法 则 ， 此 空间 平行 力 系 应 满足 下 列 三 个 
式 子 < 








Fy= | da 二 ON (6-3) 








由 式 (6- 3)、 式 (6- 4)、 式 (6 二 5 三 个 式 子 可 确定 中 性 轴 位 置 ， 得 到 正 应 力 计算 公 式 。 
将 式 (6- 2) 代 入 式 (6= 3) 滑 S 


25 £ 


SA = 0 (6-6) 
up ~ de 
式 中 ，S. 为 截面 前 是, S. 一 | ydA. 
式 (6 个 中 全 不 会 等 于 零 ， 则 必 有 S. 一 Aye 一 0， 即 xc 一 0。 这 表明 中 性 轴 必 通过 截面 
形 心 ， 从 而 确定 了 中 性 轴 位 置 。 
当 y 轴 为 对 称 轴 时 ， 式 (6 - 4) 是 自行 满足 的 。 


将 式 (6- 2) 代 入 式 (6-5)， 并 引入 记号 工 一 | y*dA, 称 为 截面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 ， 得 





£| ydA=EI.=M 
pA O 
从 而 确定 了 中 性 层 的 曲率 为 





1_M 


p Er. 

式 (6-7) 建 立 了 曲率 1/po 与 弯 矩 M 间 的 关系 ， 是 研究 梁 弯 曲 变 形 的 基本 公式 。 式 中 
为 截面 的 抗 弯 刚度 。 再 将 式 (6 - 7) 代 入 式 (6- 2)， 即 得 等 直 梁 纯 弯 曲 时 横 截 面 上 任 
应 力 的 计算 公式 






































—My 
< 一 开 (6- 8) 


LE 





> 


负 .。 


是 奈 应 力 ， 即 以 中 性 层 为 界 ， 当 截面 上 弯 矩 为 正 值 时 ， 中 性 轴 以 下 各 点 处 是 拉 应 力 ， 中 性 




















在 应 用 式 (6- 8) 时 ，M 和 yy 可 用 代数 值 代入 ， 并 以 所 得 结果 的 正 负 来 辨别 正 应 力 的 正 
也 可 将 MM 和 y 的 绝对 值 代 和 人， 再 根据 梁 的 截面 上 弯 和 矩 符号 来 判别 正 应 力 是 拉 应 力 还 





























轴 以 上 各 点 处 是 压 应 力 ， 当 截面 上 弯 矩 为 负 值 时 ， 中 性 轴 以 下 各 点 处 是 压 应 力 ， 中 性 轴 以 





上 各 点 处 是 拉 应 力 


最 后 指出 ， 式 (6 - 8) 是 在 纯 弯 曲 条 件 下 推导 出 来 的 。 在 横 力 弯曲 情况 下 ， 由 于 横 截 面 











上 还 有 切 应 力作 用 ,截面 将 发 生起 曲 ， 平 面 假设 不 再 成 立 ， 即 切 应 力 的 存在 将 影响 正 应 力 








分 布 规律 。 但 是 ， 由 弹性 力学 的 精确 分 析 计 算 结果 可 知 : 对 于 跨度 与 横 截面 高 度 之 比 


(到) 大 于 等 于 5 信 的 细 长 梁 在 权力 弯曲 时 ， 用 式 (6 8 计算 所 得 正 应 力 的 误差 甚 微 。 例 如 
受 均 布 荷 载 作用 的 矩形 截面 简 支 粱 ， 当 万 一 5 时 ， 正 应 力 的 误差 仅 为 1%。 工 程 中 常用 的 


深 染 
， 内 此 梁 的 最 大 正 应 力 就 发 生 在 各 个 横 蕉 而 距 申 性 轴 最 远 的 边 乡 上 。 但 权力 栖 昌 时 ， 横 


A 
等 
































其 三 之 比 远大 于 5。 因此 用 式 (6 8) 计算 正 应 力 ， 满 足 精 度 变 求 。 对 于 少数 二 二 5 的 
， 则 须 用 弹性 力学 有 关 理论 和 方法 进行 计算 。 梁 在 纯 窒 曲 时 ， 各 横 蕉 面 上 的 普 甜 相 





截面 上 的 弯 甜 值 随 截面 位 置 而 变化 ， 计 算 梁 的 最 大 正 应 力 须 首先 分 析 并 确定 最 大 正 应 力 发 
生 在 哪个 横 截面 的 哪个 点 处 ， 即 首先 确定 梁 正 应 力 的 危险 截面 和 危险 点 的 位 置 ， 然 后 计算 


危险 点 处 的 正 应 力 值 。 现 举例 说 明 。 | 一 





力 ， 








eS . 例 6.1 和 矩形 截面 巧 臂 梁 如 图 6.7 
V 所 示 汪 二 1kN。 试 计算 1 - 1 截面 上 
E “AB、C 各 点 的 正 应 力 ， 并 指明 是 拉 
应 力 还 是 压 应 力 。 

解 : (1) 求 1-1 和 截面 的 弯 矩 。 由 











汶 侦 截面 法 得 
NS Mi 一 一 1X103X300X10 一 一 一 300N。m 
图 6 人 64 图 (2) 计算 截面 惯性 矩 
3 3 
[一 千 -共生 -4 05X10' (mm’') 
(3) 计算 应 力 。 由 式 (6- 8) 得 


Miya _—300X(—15)X10” 
































人 A 点 oa 一 1 .0x0 X10 一 111(MPa) 
| 

B 点 i 2 Ti ——71.1(MPa) 

C 点 cc= 区 2 0 0(MPa) 








4.05X10 :X10 
求 得 的 A 点 的 应 力 为 正 值 ， 表 明 该 点 为 拉 应 力 ，B 点 的 应 力 为 负 值 ， 表 明 该 点 为 压 应 
C 点 无 应 力 。 当 然 ， 求 得 的 正 应 力 是 拉 应 力 还 是 压 应 力 ， 也 可 根据 梁 的 变形 情况 来 判别 。 





6.2.2 梁 的 正 应 力 强度 条 件 


由 式 (6- 8) 可 知 ， 对 于 某 一 横 截 面 来 说 ， 最 大 正 应 力 ox 位 于 yw* 处 ;而 对 于 等 截面 
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直 梁 来 说 ， 最 大 弯 矩 Me 所 在 的 截面 最 危险 。 因 此 ， 对 全 梁 而 言 ， 截 面 上 、 下 对 称 时 ， 最 
大 正 应 力 发 生 在 最 大 弯 和 矩 所 在 的 横 截 面 上 距 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 ， 即 


Omux 一 


令 





则 上 式 可 改写 成 


Grmax = -和 (6-9) 
根据 强度 要 求 ， 梁 的 最 大 工作 应 力 es* 不 得 超过 材料 的 许 用 弯曲 正 应 力 ， 即 
omx<[Lo] (6-10) 


式 (6 - 10) 就 是 梁 的 正 应 力 强 度 条 件 。 式 中 W: 称 为 搞 可 截面 系数 汀 时 简写 为 W， 它 与 
el A 是 衡量 截面 抗 订 强度 的 一 个 几何 量 。 常用 单位 是 mm? 、cm 或 
。 显 然 ，W: 值 越 大 ， 从 强度 角度 看 ， 就 越 有 利 。 一 一 
对 于 高 度 为 h、 宽 度 为 5 的 矩形 截面 ， "We 对 于 直径 为 d 的 贺 形 截面 ，W. 一 


和 w.= 玛 (一 a!')， 其 中 a 称 为 直径 











比 , a= E: 各 种 标准 型 钢 的 W 对 大 甬 条 表 中 查 得 ， 见 附录 1。 


应 当 指 出 ， 对 于 钱 铁 这 类 鹏 性 科 料 ， 由 于 其 抗 拉 和 抗 压 强度 不 同 ， 应 对 最 大 拉 应 力 
oumx 和 最 大 压 应 力 ce. ou 分别 进行 强度 计算 。 这 时 强度 条 件 应 写成 





nx (6- 11a) 
Ds Gi Me 和 [co] (6- 11b) 











式 中 , [a.] 和 和 [Lo] 分别 为 弯曲 时 的 许 用 拉 应 力 和 许 用 压 应 力 。 
利用 梁 的 正 应 力 强 度 条 件 ， 可 解决 梁 的 三 类 强度 计算 问题 。 


1. 校 核 强 度 (Check the Intensity) 

已 知 梁 的 截面 形状 尺寸 、 材 料及 所 受 荷载 ， 验 证 梁 的 强度 是 否 满足 式 (6 - 10) 或 式 
(6-1la)、 式 (6. 11b) 。 

2. 设计 截面 (Determine the Allowable Dimension) 


已 知 梁 的 材料 及 所 受 荷载 ， 先 按 下 式 


























i 可 
求 出 抗 弯 截面 系数 W:， 再 根据 W- 确定 截面 尺寸 。 
3. 求 许 可 荷载 (Determine the Allowable Load) 
已 知 梁 的 截面 形状 尺寸 及 所 用 材料 ， 先 按 下 式 
Mu 和 Wu[o] 
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求 出 最 大 弯 矩 Ms， 然 后 据 Mr。* 与 荷载 的 关系 确定 梁 能 承受 的 最 大 荷载 。 

例 6.2 某 和 矩形 截面 简 支 梁 ， 承 受 Fi 二 40kN，F; 二 60kN 两 个 集中 荷载 作用 ， 如 图 
6. 8(a) 所 示 ， 其 弯 矩 图 如 图 6. 8(b) 所 示 ，, 试 确定 该 梁 在 以 下 情况 的 最 大 正 应 力 值 ，(1) 横 
截面 积 为 5XA 一 100X150 一 1.5X10!(mmz)， 梁 立 放 ， 如 图 6. 8(c) 所 示 。(2) 和 矩形 梁 的 横 
截面 边 长 不 变 ， 但 将 梁 卧 放 ， 如 图 6. 8(d) 所 示 。(3) 横 截面 面积 为 1. 5X10'mm? 的 圆 形 
截面 ， 如 图 6. 8(e) 所 示 。(4) 横 截面 面积 接近 为 1.5X104mnmz 的 工 字形 型 钢 截面 如 图 6. 8 
(人 D 所 示 。 





























M 图 (KN:m) SN 图 


ASC、 


图 6.8 例 6.2 图 


解 : (1) 确定 危险 截面 和 危 民 点 的 位 置 。 对 横 截 面 有 水 平 对 称 轴 的 等 直 梁 ， 其 任 一 横 
截面 上 正 的 与 负 的 的 绝对 值 相等 ， 故 当 模 截面 下 弯 矩 的 绝对 值 最 大 时 ， 该 横 截面 就 是 危险 
截面 ， 危 险 堆 面 的 所 下 边缘 处 各 点 就 是 危险 点 。 本 例题 点 处 的 横 截 面 是 危险 截面 ， 该 
横 截面 上 1-2 线 和 3-4 线 上 各 点 是 危险 点 ， 如 图 6.8(c)、(d)、(f) 所 示 。 圆 形 横 截 面 梁 
的 危险 点 在 1、2 两 点 ， 如 图 6. 8(e) 所 示 。 

(2) 计算 危险 点 处 的 正 应 力 

@ 竖 放 的 矩形 截面 粱 ， 中 性 轴 为 = 轴 ， 平 行 于 矩形 的 短 边 。 












































Gmax 和 I A 93. 3X10° (Pa)=93. 3(MPa) 
* X100X150X10™ 
@ 卧 放 的 矩形 截面 梁 ， 中 性 轴 为 y 轴 平 行 于 矩形 的 长 边 。 
Caux 和 I S590 140X10° (Pa)=140(MPa) 


6 150X100?: X10™ 


@ 圆 形 截面 染 ， 当 辆 而 积 A 一 150X10'mm? 时 ， 辆 直 径 D=/ 轨 /于 


138.2C(mm) 其 中 : W. 二 范 D' 一 范 X138. 2 一 259 133C(mmz?)， 所 以 


Mwx_ 35X10’ 
0 p259 139%10 

















王 135X105(Pa) 王 135(MPa) 
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印 工 字 形 截面 粱 ， 由 型 钢 表 查 得 横 截 面积 与 150X 10;mm? 最 接近 的 工 字 钢 是 I56b 

号 ， 其 横 截 面积 为 A 王 1.466X104tmm2 ,全 -=2 450X10mma ， 所 以 
Mo。 35X10 
Ss W. 2450X10’ X10 

本 题 中 ， 在 横 截 面积 近似 相等 时 ， 采 用 和 矩形 竖 放 、 和 矩形 卧 放 、 圆 形 、 工 字形 截面 时 ， 
最 大 正 应 力 之 比 为 1 : 1.5 :1.45: 0.153。 
由 上 述 比 较 可 见 ， 横 截面 面积 相同 而 形状 分 别 为 矩形 ( 竖 放 )、 圆 形 和 工 字 形 的 三 种 梁 
中 ， 圆 形 截面 梁 的 正 应 力 最 大 ， 工 字形 截面 梁 最 小 ; 同 为 矩形 截面 的 梁 ， 转 放 使 用 比 竖 放 
使 用 时 的 正 应 力 大 。 因 此 应 十 分 重视 梁 截面 形状 的 选择 和 使 用 。 
例 6.3 本 形 铸 铁 梁 ， 受 力 和 截面 尺寸 如 图 6.9(a)、(c) 所 示 ， 材料 的 许 用 拉 应 力 
[oJ 二 40MPa, 许 用 压 应 力 [6.] 二 160MPa。 试 校 核 梁 的 强度 。 


10kN 4kN 























14. 3X10°(Pa)=14. 3(MPa) 
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3 -2 了 MW (kN-m) x 
' (by | (9) 
~— 图 6.9 是 63 加 


解 : (1) 作 染 的 避 疼 ， 如 图 6. 9(b) 展 交 
(2) 确定 中 性 轴 的 位 置 、 截面 惯性 矩 五 : 














中 性 轴 到 底 边 的 距离 
一 24iyi 20X120X60 十 80X20X130_8gcmnm) 
YY 4 20X120 十 80X20 mn 
中 性 轴 到 项 边 的 距离 


1 二 140 一 88 二 52(mm) 





截面 惯性 矩 下， 因为 
120 


Ca 一 8 一》 一 28(mm) js 一 52 一 入 一 42Cmm) 


所 以 
-31 [2 +28) X20X120 | 十 [2 2 人 


(3) 验算 最 大 正 应 力 
由 于 铸铁 的 抗 拉 、 抗 压 性 能 不 同 ， 因 此 须 计 算 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 ， 按 式 (6 - 11a)、 
式 (6- 11b) 验 算 梁 的 抗 拉 强度 和 抗 压 强度 。 

在 刁 堆 面 上 ， 弯 矩 Ms 为 负 的 最 大 值 ， 梁 上 凸 变 形 ， 最 大 拉 应 力 发 生 在 该 截面 上 边缘 
处 ， 最 大 压 应 力 发 生 在 该 截面 下 边缘 处 ， 其 值 分 别 为 


证 十 422 x80x20]= 764X10 (mnm') 
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a Mayi 一 4X103X52X10- 
B 截面 上 边缘 点 有 akmaa L 764 X10 | 27. 2(MPa) 
Rs Mayc 一 4X103X88X10-3 
2 
也 截面 下 边缘 点 有 ae I 1 10 | 46. 1(MPa) 





在 C 截面 上 ， 弯 和 矩 Me 为 正 的 最 大 值 ， 梁 下 凸 变形 ， 最 大 拉 应 力 发 生 在 该 截面 下 边缘 
处 ， 最 大 压 应 力 发 生 在 该 截面 上 边缘 处 ， 其 值 分 别 为 


a 
C 截面 上 边缘 点 有 we 一 | 邮 六 | 一 3X10 X52X10_27.23(MPa) 









































六 764X10™ 
2 Meyc| _ 3X10: X88X107™ 
s i cyc 
C 截面 下 边缘 点 有 ace 矿 761 X10 34. 6(MPa) 





由 此 可 见 ， 全 梁 的 最 大 拉 应 力 为 mw 一 asse 一 34.6MPa<<[x]， 发 生 在 C 截面 下 缘 
处 ， 全 梁 的 最 大 压 应 力 为 xs 一 xs 二 46. 1MPa<[x]， 发 生 在 卫 截 面 下 缘 处 。 所 以 全 
梁 满足 正 应 力 强度 条 件 。 s 




















| 6. 3 梁 横 截面 上 的 切 应 力 和 强度 条 件 


横 力 弯曲 时 ， 梁 横 截 面 上 不 仅 有 正 应 力 ' 同时 还 有 切 应 力 。 本 节 首 先 以 矩形 截面 梁 为 
例 ， 说 明 研究 弯曲 切 应 力 的 方法 ， 然 后 介绍 几 种 常见 截面 梁 的 切 应 力 计算 公式 ， 以 及 切 应 
力 强度 计算 问题 。 


6. 


ww 


.1 梁 横 截面 上 的 切 应 力 (Shear Stresses in Beams) 


， 矩形 截面 粱 - 忆 


六 区 图 6. 10 为 一 矩形 截面 梁 受 任意 横向 荷 形 作 用 。 
| 下 想 地 从 潜 中 取出 长 为 


: dz 的 微 段 ， 在 一 般 情况 下 ， 该 两 横 截 面 上 的 弯 算 
p 并 不 相等 ， 因 而 两 模 截 面 上 同一 y 坐标 处 的 正 应 力 
也 不 相等 。 再 用 平行 于 中 性 层 的 纵 截面 AABB, 假 


图 6. 10 ”矩形 截面 梁 受 任意 横向 荷载 作用 想 地 从 梁 段 上 截 出 体积 元 素 mB， [图 6.11(a) 、(b)]， 





























图 6.11 拢 形 截面 梁 受 力 情况 
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则 在 端面 mA, 和 zzB, 上 ， 与 正 应 力 对 应 的 法 向 内 力也 不 相等 。 因 此 ， 为 维持 体积 元 素 
mBi 的 平衡 ， 在 纵 面 AB 本 工 方向 的 切 向 内 力 ， 故 在 纵 面 上 就 存在 相应 的 切 应 力 
r' [图 6.11(a)]。 

为 了 推导 切 应 力 的 表达 式 ， 对 于 矩形 截面 梁 横 截 面 上 的 切 应 力 分 布 ， 一 般 可 作 如 下 两 
个 假设 : 

(1) 横 截 面 上 各 点 处 切 应 力 的 方向 都 平行 于 剪 力 Fs; 

(2) 切 应 力 沿 截面 宽度 均匀 分 布 ， 即 距 中 性 轴 等 距离 各 点 处 的 切 应 力 相等 。 

弹性 力学 中 已 证 明 ， 对 于 狭长 矩形 粱 ， 这 两 个 假设 完全 可 用 ;对 于 高 度 大 于 宽度 的 矩 
形 截面 染 ， 根据 以 上 假设 也 能 得 到 足够 精确 的 解答 。 

有 了 以 上 两 条 假设 ,以 及 对 弯曲 正 应 力 的 研究 结果 ， 青 运用 静 力 平衡 条 件 即 可 导出 切 

应 力 计算 公式 。 设 在 图 6. 10 中 距 左 端 为 x 和 xz 十 dz 处 横 截面 mw 一 记 和 nn-n 上 的 弯 矩 分 别 

为 M 和 M+dM， 两 截面 上 距 中 性 轴 为 w 处 的 正 应 力 分 别 为 m 和 全， 于 是 ， 可 得 两 端面 
上 的 法 向 内 力 FR 和 Fx [图 6.11(b)] 为 









































Fa | .adA | 中 pz 精 j dA a (6-12) 
人 (Md, M+ dM.. 
Fe=|.adA=|.., dA — MS: (6-13) 
纵 面 AB, 上 由 切 应 力 + 生意 
NaF 一 rpdz 2 (6-14) 


将 式 (6- 12)、 式 (6 - 13)4 全 


经 化 简 后 即 得 .| 





Fs， 并 根据 切 应 力 互 等 定理 (rc 二 + ), 可 得 
FsS: 
15 

式 中 ,Fs 为 模 截 面 上 的 前 力 ; 工 为 横 截 面 对 中 性 轴 x 的 惯性 矩 ;，2 为 横 截面 的 宽度 ;5S 

为 横 截 面 上 距 中 性 轴 为 y 的 横 线 与 同 侧 边缘 线 围 成 的 面积 [图 6. 11(b) 中 阴影 线 面积 ] 对 

中 性 轴 的 静 矩 。 

式 (6- 15) 就 是 矩形 截面 梁 横 截面 上 任 一 点 处 切 应 力 的 计算 公式 。 

应 用 式 (6- 15) 时 ，Fs 和 S* 均 以 绝对 值 代入 ， 切 应 力 的 方向 与 的 方向 相同 。 

下 面 讨论 切 应 力 沿 截 面 高 度 的 分 布 规律 。 对 于 和 矩形 截面 . 式 (6 一 15) 中 的 Fs 和 工 和 6 
均 为 常量 ， 只 有 静 矩 S” 随 欲求 应 力 计算 点 的 位 置 不 同 而 变化 ， 是 坐标 y 的 函数 。 


| waa [yy 5 (4 y) 








(6—15) 



































或 由 图 6. 12 得 




















S. 一 Am 0 全 y)x 吉 (各 +y) 和 (和 y) 
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把 以 上 S: 表达 式 代入 (6- 15) 式 ， 得 
_Fs (全 2) 
更 由 此 可 见 ， 切 应 力 大 小 沿 截 面 高 度 按 二 次 抛物 线 规 
律 变化 。 当 > 一 土 和 时 ，r 一 0， 即 截面 上 、 下 边缘 处 的 
切 应 力 为 零 ; 当 > 一 0 时 


图 6. 12 矩形 截面 梁 切 应 力 分 布 t= 


即 中 性 轴 上 的 切 应 力 最 大 ， 其 值 为 矩形 截面 梁 上 的 最 大 切 应 力 为 平均 切 应 力 的 1.5 倍 。 

2. 工 字形 、 模 形 、T 形 和 箱 形 截面 梁 

(1) 组 合 工 字形 截面 梁 \ 

组 合 工 字形 截面 梁 由 上 下 翼 缘 和 腹 板 组 成 ， 在 翼 缘 和 腹 板 目 都 有 切 应 力 。 但 辟 缘 上 的 
切 应 力 分 布 情况 比较 复杂 ， 且 工 字形 截面 上 的 剪 力主 要 由 腹 板 承担 ， 央 此 我 们 只 介绍 腹 板 
上 的 切 应 力 。 Pe 

腹 板 为 狭长 和 矩形， 故 对 于 矩形 截面 切 应 力 分 布 的 两 个 假设 仍然 适用 。 按 照 矩形 截面 切 
应 力 计算 公式 相同 的 推导 方法 ， 可 导出 工 字形 截面 切 应 力 的 计算 公式 ， 其 形式 与 矩形 截面 








1.5 R=1.57 (6-16) 





的 相同 ， 工 字形 截面 腹 板 上 切 应 力 仍 没 腹 板 高 度 按 二 次 抛物 线 规律 分 布 ， 最 大 切 应 力 发 生 
在 截面 中 性 轴 上 ， 如 图 6. 13 所 示 六 截面 上 最 大 切 应 力 为 ~- 
PsSs ne ' 人 
T= ; (6-17) 


Ld vo 


Dy 
Tr 分 布 图 





图 6.13 工 字形 截面 梁 腹 板 上 切 应 力 大 小 沿 梁 高 分 布 


式 中 ，d 为 工 字形 截面 腹 板 的 厚度 ，S: 为 以 中 性 轴 为 界 上 侧 ( 或 下 侧 ) 截 面积 对 中 性 
轴 的 静 矩 。 

(2) 轧 制 工 字 钢 截面 梁 

轧 制 工 字 钢 截面 梁 最 大 切 应 力 仍 发 生 在 横 截 面 中 性 轴 上 ， 其 值 仍 按 (6 - 17) 式 进行 计 
算 ， 且 式 中 s 一 就 是 型 钢 表 中 的 二， 可 从 型 钢 表 中 直接 查 得 。 

(3) 槽 崩 、 工 形 、 箱 形 等 薄 壁 截面 梁 

档 形 、 工 形 、 箱 形 等 薄 壁 截面 梁 最 大 切 应 力也 发 生 在 中 性 轴 上 ， 其 值 均 可 用 (6- 17) 
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计算 。 但 箱 形 截面 梁 应 用 式 (6 - 17) 式 时 应 注意 ， 式 中 4 必须 以 两 腹 板 厚度 之 和 代入 。 

于 腹 板 上 最 大 与 最 小 切 应 力 相差 甚 小 ， 分 析 又 表明 腹 板 几乎 承担 了 横 截 面 上 的 全 部 
剪 力 ， 故 可 近似 地 认为 腹 板 上 的 切 应 力 均 匀 分 布 ， 且 其 平均 值 即 为 截面 上 的 最 大 切 应 
力 ， 即 

















x 一 本 三 (6-18) 


3 图形 截面 和 薄 壁 圆 环 形 截面 梁 
这 两 种 截面 上 的 切 应 力 分 布 情况 比较 复 - - 
， 这 里 仅 介绍 最 大 切 应 力 。 理 论 研究 结果 加 


贺 形 截面 和 薄 壁 圆 环 形 截面 的 最 大 切 _ 
仍 发 生 在 中 性 轴 上 ， 且 沿 中 性 轴 均 匀 分 9 4 电 
方向 平行 于 剪 力 ， 如 图 6.14(a)、(b) 图 6. 14” 圆 形 和 薄 壁 圆 环形 截 


示 。 其 最 大 切 应 力 的 计算 公式 分 别 为 \ 而 深 的 切 应 力 分 布 情况 

圆 形 截面 ru 一 全 一 二 SN (6-19) 

式 中 ，A 为 圆 形 截面 面积 。 | 
薄 壁 圆 环 形 截面 梁 ede =25 (6-20) 

式 中 ，A 为 游 壁 团 环形 截面 面积 、、、 














肖 











污 寺 局 站 党 
半 


站 | = 
> 





6.3.2 染 的 切 应 力 强度 计算 


由 前 面 分 析 可 知 》 算 形 、 工 字形 、 工 形 和 箱 消 堆 面 染 的 最 大 切 应 力 发 生 在 前 力 最 大 的 
截面 内 ， 且 一 般 位 于 中 性 币 上 ， 其 值 为 





rmx 一 


与 梁 的 正 应 力 强 度 计算 一 样 ， 为 了 保证 梁 安 全 工作 ， 梁 在 荷载 作用 下 产生 的 最 大 切 应 

力 不 能 超过 材料 的 许 用 切 应 力 。 因 此 ， 梁 切 应 力 的 强度 条 件 (strength condition ) 为 
区 本 | (6-21) 
式 中 ，rms 为 梁 危 险 点 处 的 切 应 力 ，[r] 为 材料 的 许 用 切 应 力 。 

在 梁 的 强度 计算 中 ， 必 须 同 时 满足 正 应 力 和 切 应 力 两 个 强度 条 件 。 但 在 一 般 情况 下 ， 
梁 的 正 应 力 是 支配 强度 计算 的 主要 因素 ， 即 一 般 满 足 了 正 应 力 强 度 条 件 ， 切 应 力 强度 也 能 
满足 。 但 是 ， 当 遇 到 下 列 情况 之 一 时 ， 切 应 力 强度 条 件 可 能 起 控制 作用 ， 必 须 作 切 应 力 强 
度 校 核 。 

(1) 当 梁 的 跨度 较 短 或 者 在 支 座 附近 作用 有 较 大 集中 荷载 时 。 这 时 梁 的 最 大 弯 矩 Mi 
可 能 较 小 ， 而 最 大 剪 力 Fsws* 却 相对 较 大 。 

(2) 由 锦 接 或 焊接 而 成 的 组 合 截面 (如 工 字形 、 槽 形 等 ) 钢 粱 ， 当 其 腹 板 厚度 较 薄 ， 而 
高 度 很 大 ， 致 使 厚度 与 高 度 之 比值 小 于 型 钢 的 相应 比值 时 ， 腹 板 上 的 切 应 力 可 能 很 大 。 

(3) 木 梁 由 于 木材 顺 纹 方向 抗 切 能 力 很 差 ， 当 截面 上 切 应 力 过 大 时 ， 它 可 能 沿 中 性 层 
发 生 剪 切 破坏 。 
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(4) 由 几 块 板 胶合 而 成 的 粱 ， 当 胶合 面 切 应 力 过 大 时 ， 可 能 沿 胶合 面 发 生 剪 切 破坏 。 
例 6.4 简 支 梁 如 图 6.15(a) 所 示 ， 
1 已 知 F 王 150kN，/! 王 10m。(1) 若 梁 截面 
| 采用 图 6. 15(Ca) 所 示 焊 接 工 字形 ， 求 危险 
Ei oy 截面 泗 缘 与 腹 板 交 接点 a 的 正 应 力 、 切 
UL 应 力 以 及 梁 的 最 大 正 应 力 、 最 大 切 应 力 。 
sm sm 12.5 (2) 若 梁 截面 采用 56a 工 字形 钢 截面 ， 求 
加 166 最 大 正 应 力 、 最 大 切 应 力 。(3) 若 梁 截 面 
() 焊接 [ 形 世面 采用 乱 形 木 梁 ， b=200mm, h=400mm, 
Ra De 最 大 切 应 力 之 比 。 
a 解 : (1) 作 梁 的 剪 力图 、 弯 和 矩 图 如 
(©) A 图 (KN) 图 6. 15(c) (由 所 示 。 
- (2) 焊接 1 形 钢 染 截面 几何 参数 
ul 下 [ID . 166X580 _ (166—12. 5)X (560—2X21)’ 
UE -这 兴 (5 
i (156 共 面 人 6.5142X108Cmmt) 
图 6.15 例 6.4 图 ,KW RR 326X 10° (mm’) 
求 在 计算 a 点 和 中 性 轴 上 切 应 力 府 溉 用 到 的 S: i 





S: 166x31% (28o- 盆 )= =9. em ) 


Ss’ 





mx =125 X280: A )x 


(3) 求 焊接 工 字形 负 于 危险 夫 而 比 和 a 的 正 应 力 、 切 应 力 以 及 染 的 最 大 
正 应 力 、 最 大 切 应 力 2 

C 左 、 右 两 侧 截面 剪 力 、 厅 矩 均 为 最 大 为 危险 截面 ， 没 缘 与 腹 板 交接 点 a 的 正 应 

、 切 应 力 为 


2 和 9 9, 3X0 一 1.359X10 (mm’) 














说 375X10'X S802 x10™ 

Cya 6 

一半 一 一 一 一 149. 1X 10°(Pa) =149. 1(MPa) 
FuXS: _ 75X10'X9.395X107! 














mT Xd G5142X10" X12. 5X10 8:7 X10 (Pa) 一 8 7(MFa) 


梁 的 最 大 正 应 力 、 最 大 切 应 力 为 
Mwx_ ML 375X10 
2 W. 2.326X10™ 
Fsc XS 75X10: X1. 359X10™ 
6. 514 2X10™ X12.5X10™ 
(4) 采用 56a 工 字形 钢 截面 ， 查 型 钢 表 可 得 











161. 2X10" (Pa) 王 161. 2(MPa) 











12. 5X10°(Pa)=12. 5(MPa) 























se—=47. 73cm， W-.=2 342cm’, 0 一 1. 25cm 
最 大 正 应 力 ow 一 净 - 一 2 一 160. 1X10'(Pa) 二 160. 1(MPa) 
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75X10? 
47.73X10 X12.5X10™ 








12. 6X10°(Pa)=12. 6MPa 








(5) 车 梁 截面 采用 矩形 木 梁 ,b= 二 200mm,， hh 二 400mm， 最 大 正 应 力 、 最 大 切 应 力 之 
比 为 
Mc ,3Fx_ 4Mc _ 4X375X10: 
Cr Tr Bh/6 Zoh FsXh 75X10 XO0.4 


可 见 ， 对 于 细 长 梁 ， 最 大 正 应 力 比 最 大 切 应 力 要 大 得 多 。 故 一 般 在 校 核 实体 截面 梁 的 强度 
时 ， 可 不 必 校 核 抗 剪 强度 。 


| 6. 4 提高 梁 弯 曲 强度 的 措施 、 














SB 





在 梁 的 强度 设计 中 ， 既 要 保证 梁 有 足够 的 强度 ， A NAN 减轻 自重 ， 以 满足 工 
程 上 既 安 全 又 经 济 的 要 求 。 这 就 需要 考虑 如 何以 较 少 的 材料 消耗 使 梁 获 和 得 更 大 的 承载 能 力 
问题 。 

前 面 曾 指出 ， 梁 强度 计算 的 主要 依据 是 弯曲 正 应 力 强度 条 件 ， 即 

Se 
omy = SLo] 


由 上 式 可 见 ， 欲 提高 梁 的 计量 强度 ， 应 当 ce 以 减 小 最 
大 弯 矩 Ms， 以 及 采用 合理 的 截面 形状 以 增 大 梁 的 抗 弯 截 面 系数 等 方面 着 手 。 现 将 几 种 党 
用 的 措施 分 述 如 下 。- 人 

1. 合理 布置 粱 业 和 荷载 和 支 座 位 置 

在 可 能 的 情况 下 ,适当 调整 梁 上 荷载 作用 的 位 置 ， 可 有 效 地 减 小 梁 内 的 最 大 过 和 矩 值 。 
如 图 6. 16(a) 所 示 某 铣床 齿轮 轴 ， 受 集中 力 下 作用 [图 6.16(b)]。 齿 轮 安 装 应 尽量 靠近 轴 


承 ， 这 样 可 使 轴 内 的 最 大 过 矩 值 中: 比 此 轮 安 安装 在 跨度 中 间 时 [图 6. 16(c)] 的 最 大 弯 矩 








值 显要 小 得 多 。 








图 6. 16 调整 荷载 位 置 以 减 小 最 大 弯 和 矩 











对 于 梁 受 集中 力作 用 的 情况 ， 如果 可 能 ， 可 将 一 个 集中 力 分 散 为 几 个 较 小 的 集中 
力 ， 也 可 减 小 梁 内 的 最 大 弯 矩 值 。 如 图 6. 17(a) 所 示 的 简 支 梁 ， 当 集中 力作 用 在 跨度 中 




















125 






































| EF 间 时 ， 梁 的 最 大 杰 矩 Me 一旦 。 若 采 
一 个 辅 染 ， 使 集中 力 下 通过 辅 染 再 作 
哆 L 办 列 ,.. - -| 直 到 梁 上 ， 如 图 6.17(b) 所 示 ， 则 最 大 弯 
~ “a” Me 
全 同样 ， 合 理 安排 支 座位 置 ， 也 可 以 减 
人 小 梁 的 最 大 弯 矩 值 。 如 图 6. 18(a) 所 示 的 











简 支 梁 受 均 布 荷载 作用 ， 梁 内 的 最 大 交 
矩 Ms 一 吐 。 若 将 粱 两 端的 支 座 均 向 内 








图 6.17 将 集中 力 分 散 以 减 小 最 大 弯 憩 


移动 0. 21， 变 为 外 伸 梁 ， 则 梁 内 的 最 大 弯 矩 降 为 Ms == 由 [图 人 18(b)]， 只 有 前 者 的 


20%。 有 些 门 式 起 重 机 就 是 根据 上 述 原 理 设计 的 [图 6. 18(e)Js 
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NN 
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图 6.18 调整 梁 的 支 座位 置 以 减 小 最 大 弯 和 矩 

2. 合理 选用 梁 的 截面 形状 

由 弯曲 正 应 力 强度 条 件 可 知 ， 梁 的 抗 弯 截 面 系数 越 大 ， 梁 能 承受 的 弯 矩 就 越 大 。 因 
此 ， 梁 的 合理 截面 形状 应 当 是 ， 截 面 面 积 较 小 ， 而 抗 弯 截 面 系数 较 大 。 或 者 说 合理 的 截 
面 形状 应 当 是 其 抗 弯 截面 系数 与 截面 面积 的 比值 W./A 尽 可 能 地 大 。 工 程 上 常用 这 个 比 
值 来 衡量 截面 的 合理 性 。 表 6 一 1 列 出 了 几 种 常用 截面 的 WW 与 A 的 比值 ， 由 此 表 可 见 ， 
工 字形 、 槽 形 截面 较 合理 ， 箱 形 次 之 ， 圆 形 最 差 。 因为 弯曲 正 应 力 沿 截面 高 度 线性 分 
布 ， 离 中 性 轴 越 远 处 弯曲 正 应 力 越 大 ， 工 字形 截面 使 较 多 的 材料 处 于 高 应 力 区 ， 能 充分 
发 挥 材料 的 潜力 。 工 字形 截面 可 理解 为 由 矩形 截面 靠近 中 性 轴 附 近 的 部 分 材料 移 至 粱 的 
上 、 下 边缘 附近 去 而 得 ， 如 图 6. 19 所 示 ,， 增 大 了 W./A 的 数值 ， 从 而 提高 了 梁 的 弯 
强度 。 而 圆 形 截 面 则 恰恰 相反 ， 它 在 中 性 轴 附近 聚集 了 较 多 的 材料 ，W./A 值 最 小 ， 而 中 
竹 轴 附 近 正 应 力 很 小 ， 不 能 充分 发 挥 材料 的 强度 。 箱 形 截面 和 圆 环形 截面 也 可 视 为 矩形 和 
环形 截面 的 改进 。 
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表 6-1 常用 截面 的 W. 与 4 的 比值 








截面 形状 圆 形 和 矩形 工 字形 、 模 形 
W-/A 0. 125d 0. 167d (0.27 一 0.31)d 














注 : 4 为 直径 , h 为 高 。 

在 选取 梁 的 合理 截面 形状 时 ， 还 应 考虑 材料 的 特性 。 
对 抗 拉 和 抗 压强 度 相同 的 材料 (如 低 碳 钢 )， 宜 采用 与 中 
性 轴 对 称 的 截面 ， 如 圆 形 、 矩 形 、 工 字形 等 ， 以 使 截面 
上 、 下 边缘 处 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 相 等 ， 且 同时 
接近 许 用 应 力 。 对 于 抗 压 强度 大 于 抗 拉 强度 的 材料 (如 铸 
铁 )， a 偏 于 受 拉 侧 的 截面 (如 图 6. 20 所 示 的 


几 种 截面 )， 而 且 应 使 w 与 y. 接近 下 列 关系 K 
i x Yt 浴 xye YLo] ““ 图 6.19 工 字形 截面 简 图 
/ Se . 


















































Oemax 


这 样 可 使 最 大 拉 应 力 a 同时 接近 其 许 用 值 、 





图 本 20 中 性 轴 不 对 称 的 多 种 截面 正 应 力 分 布 


3 采用 灾 沽 面 洒 
前 面 讨论 的 是 等 截面 梁 ， 是 根据 最 大 弯 矩 所 在 截面 的 强度 条 件 来 确定 整个 梁 的 截面 人 
才 的 。 显 然 ， 等 截面 梁 除 了 最 大 弯 矩 所 在 截面 外 ， 其 他 各 截面 上 的 应 力 均 低 于 许 用 应 力 ， 
材料 未 能 充分 利用 。 为 了 节省 材料 ， 减 轻 梁 的 自重 ， 可 将 梁 设 计 成 变 截面 的 ， 即 在 弯 矩 较 
大 处 ， 采 用 较 大 截面 ， 弯 和 矩 较 小 处 采用 较 小 截面 。 如 果 将 变 截 面 梁 设计 成 使 每 一 横 截 面 上 
的 最 大 正 应 力 都 等 于 许 用 应 力 ， 则 这 样 的 梁 就 称 为 等 强度 梁 。 

设 梁 上 某 横 截 面 上 的 弯 矩 为 M(z)， 该 截面 的 抗 弯 截面 模 量 为 柬 -(z)， 根 据 等 强度 粱 
的 要 求 应 满足 


A 















































G(x) m= 计 — 2 一 [o] 





即 WwW.(0)= (6-22) 


式 (6- 22) 为 等 强度 梁 的 设计 依据 。 从 节省 材料 、 减 轻 自重 角度 看 ， 等 强度 梁 最 合理 。 但 考 
虑 到 施工 、 制 作 要 求 和 抗 剪 切 强度 要 求 等 原因 ， 实 际 采用 的 等 强度 梁 还 须 在 用 式 (6- 22) 设 计 的 
基础 上 加 以 改进 ， 如 图 6. 21 所 示 的 房屋 的 雨 篷 、 阳 台 , 汽车 的 盔 板 弹簧 ,桥梁 的 鱼 腹 梁 ， 
机 械 的 变 截面 轴 等 都 具有 等 强度 梁 的 概念 。 
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图 6.21 工程 中 常用 的 几 种 变 截 面 梁 


必须 指出 ， 以 上 这 些 措施 都 是 从 提高 弯曲 强度 的 角度 提出 的 。 但 在 工程 实际 中 ,设计 
一 个 构件 还 应 考虑 刚度 、 稳 定性 、 加 工 制造 等 乡 力 而 网 应 经 过 综合 考虑 比较 后 ， 再 确 
定 梁 的 截面 形状 和 结构 形式 。 





小 \~\ 结 

1. 纯 杰 曲 与 横 力 杰 昌 下 侈 三 

弯曲 时 梁 的 各 个 横 截 面 上 剪 力 都 等 于 零 ， 达 矩 为 常量 ， 这 种 变形 称 为 纯 弯 曲 。 若 达 曲 
时 各 权 截 面 上 既 有 六 为 又 有 耕 乱 ， 这 种 弯曲 称 为 模 力 弯曲 。 

2 中 性 层 与 中 性 条 
GD) 中 性 导轨 弯曲 变形 时 ， 有 一 层 纵向 纤维 既 不 伸 长 、 也 不 缩短 ， 这 一 层 纤维 称 为 
中 性 层 。 

(2) 中 性 轴 ， 中 性 层 与 横 截面 的 交 线 称 为 中 性 轴 。 梁 弯曲 变形 时 ， 各 横 截面 均 绕 中 性 
轴 发 生 转动 。 横 截面 中 性 轴 上 各 点 正 应 力 都 等 于 零 。 

(3) 中 性 轴 的 位 置 ， 直 梁平 面 弯 曲 时 ， 中 性 轴 过 形 心 且 生 直 于 荷载 作 

3， 梁 模 截面 上 的 正 应 力 及 强度 条 件 

(1) 正 应 力 公式 

梁 弯 曲 时 各 截面 是 绕 其 中 性 轴 发 生 相 对 转动 的 。 根据 儿 何 关系 、 物理 关 系 、 前 力 学 关 
系 可 以 推导 出 染 纯 弯 申 时 柳 截 面 上 任意 点 处 的 正 应 力 计算 公式 ， 即 o 一 扶 

横 截面 上 Pt 中 性 轴 上 各 


点 的 正 应 力 为 零 。 截面 的 上 、 下 边缘 上 各 点 正 应 力 为 最 大 ， 最 大 值 为 co 一 





























HI 。 





























M 
W.° 
式 o 一 革 和 式 6 一 党 的 适用 范围 为 : 驯 平面 弯曲 :加 纯 弯曲 或 细 长 梁 的 横 力 弯 


(全 5 的 梁 属 于 细 长 梁 ); @@ 最 大 应 力 不 超 过 材料 的 比例 极限 。 
(2) 常用 截面 的 惯性 矩 下 和 抗 弯 截 面 系数 W. 
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香 6 章 ”弯曲 应 力 





工 是 截面 对 中 性 轴 = 轴 的 惯性 矩 ， 了 W- 称 为 抗 过 截面 系数 ， 了 -一 丰 /ywes。 
矩形 截面 ; 工 一 后， 了 y. 一 钴 ， 其 中 , 是 与 中 性 轴 > 平行 的 边 长 (宽度 ); h 为 迁 直 
于 中 性 轴 的 边 长 (高 度 )。 


同形 截面 : 上 上 一 到 ，WW- 一 到 ， 其 中 ， 呈 是 圆 杆 的 直径 。 








空心 国 形 截面 (内 外 从 之 比 ,a= 六 ): 工 = 玖 -0 一 we) mW 一 开 G 一 e) 其 中 ,，D 
是 圆 管 标的 外 直径 ，4 是 圆 管 的 内 直径 。 

(3) 弯曲 正 应 力 的 强度 条 件 

弯曲 正 应 力 的 强度 条 件 是: 梁 的 最 大 膏 曲 正 应 力 不 得 超过 材料 的 许 用 弯曲 正 应 力 ， 
ass[o]。 利 用 这 个 强度 条 件 可 解决 截面 村 曲 正 应 力 强度 校 核 、 而 设计 和 来 
载 三 方面 的 问题 










































































4 染 模 截面 上 的 切 应 力 及 强度 条 件 cK 
(1) 和 矩形 截面 梁 的 切 应 力 SN 
从 形 截面 染 的 切 应 力 计算 公式 为 = 全 Ji 吕 为 距 中 性 轴 y 处 的 横 线 与 截面 边 


缘 之 间 的 面积， 对 于 中 性 轴 的 胡 抢 ， 即 5; = 才 (一 卢 )。 秆 形 共 面 染 的 切 应 力 沿 检 而 高 


度 按 抛物 线 规律 变化 ， 沿 截面 宽度 均匀 分 布 中 性 轴 上 各 点 的 切 应 力 为 最 大 ， 最 大 值 为 该 
截面 平均 切 应 力 的 1. 5 倍 。 横 截面 二、 下 边缘 上 的 
(2) 其 他 截面 梁 的 最 大 切 应 力 、 \ 


工 字 型 钢 截 面 。 ”r= 


圆 形 截面 、 





源 帮 国 环形 闪 面 


(3) 弯曲 切 应 力 的 强度 条 件 是 : 梁 的 最 大 弯曲 切 应 力 不 得 超过 材料 的 许 用 弯曲 切 应 
力 ， 即 tw 寺 [rj。 利 用 这 个 强度 条 件 可 解决 弯曲 切 应 力 强度 校 核 、 截 面 尺寸 设计 和 求 许 
荷载 三 方面 的 问题 。 塑 性 材料 制 成 的 梁 ， 正 应 力 最 大 的 点 就 是 危险 点 ， 不 必 区 分 拉 或 压 。 
而 脆性 材料 制 成 的 粱 ， 必 须 分 别 对 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 所 在 的 点 作 强 度 计 算 ， 这 是 因 
为 脆性 材料 的 抗 拉 和 抗 压 性 能 不 同 。 

5. 提高 粱 弯曲 强度 的 措施 

(1) 合理 布置 梁 上 和 荷载 和 支 座位 置 ; 

(2) 合理 选用 梁 的 截面 形状 ; 

(3) 采用 变 截 面 梁 。 










































































6.1 何谓 纯 弯 曲 ?” 推导 弯曲 正 应 力 公式 时 ， 作 了 哪些 假设 ”它们 的 根据 是 什么 x 有 
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E 








什么 作用 ? 
6.2 何谓 中 性 层 ?何谓 中 性 轴 ? 如 何 确定 中 性 轴 的 位 置 ? 
6.3 如 图 6. 22 所 示 的 两 梁 ， 除 截面 形状 不 同 外 ， 其 他 条 件 皆 相 同 。 问 : 在 相同 的 横 
截面 上 ， 它 们 的 内 力 是 否 相 同 ?应 力 是 否 相同 ? 


上 I 
从 |， 驴 菇 序 ed 到 等 


图 6.22 思考 题 6.3 图 


6.4 试 判 断 下 列 概念 的 区 别 : 纯 弯 曲 与 横 力 弯曲 ;中 性 轴 与 形 心 轴 ;， 惯性 矩 与 极 惯 
性 矩 ， 抗 弯 刚 度 与 抗 弯 截 面 系数 。 














习 题 


6.1 简 支 梁 受 力 和 有 关 尺 寸 如 图 6.23 所 示 。 试 计算 : 

(1) 1-1 截面 A-A 线 上 1、2 两 点 的 正 应 力 。(2) 全 梁 的 最 大 正 应 力 。 

6.2 如 图 6. 24 所 示 割 刀 在 切割 工件 时 ， 受 到 切削 力 五 =1kN 作用 ， 试 求 割 刀 内 最 大 
弯曲 正 应 力 。 











1 g=60kN/m 
1 
lm .| 2m 
图 6.23 习题 6.1 图 图 6.24 习题 6.2 图 
6.3 由 16a 号 槽 钢 制 成 的 外 伸 粱 ， 受 力 和 尺寸 如 图 6. 25 所 示 。 试 求 梁 的 最 大 拉 应 力 
和 最 大 压 应 力 ， 并 指出 其 所 在 位 置 。 






































3kN 6kN 6.4 简 支 梁 承受 均 布 荷载 作用 ， 如 图 6. 26 
| 4 le 2 和 所 示 ， 若 分 别 采 用 截面 面积 相等 的 实心 截面 和 空 
08m 08m | 08m 心 截面 梁 ， 且 Di = 40mm， 央 =3， 试 分 别 计 

图 6.25 习题 6.3 图 算 它 们 的 最 大 正 应 力 。 并 问 空 心 截面 梁 比 实心 截 
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第 6 总 弯曲 应 力 


面 梁 的 最 大 正 应 力 减少 了 百 分 之 几 。 





g=2kN/m 








图 6.26 习题 6.4 图 


6.5 某 圆 轴 的 外 伸 部 分 系 空心 圆 截 面 ， 荷 载 情况 如 图 6. 27 所 示 。 试 求 轴 内 最 大 正 
应 力 。 
6.6 一 矩形 截面 悬臂 梁 ， 受 力 状态 如 图 6. 28 所 示 ， 已 知 宽度 为 5»， 高度 为 h,， 且 
知 /一 1. 55， 材 料 的 许 用 应 力 为 [so] 二 10MPa，g 王 10kN/ms 2 二 4m。 试 按 强度 条 件 设计 
梁 的 截面 尺寸 。 和 

















SkN 3kN 


8 
委 la 上 











图 6.27 习题 6.5 图 一 图 6.28 习题 6.6 图 
6.7 20 号 工 字 梁 的 支承 和 受 力 状态 如 图 6:29 所 示 ， 材 料 的 许 用 应 力 为 [o] = 
160MPa。 试 按 强度 条 件 求 许可 荷载 下。 
6.8 一 矩形 截面 外 伸 梁 ， 受 力 和 尺寸 如 图 6. 30 所 示 ， 材 料 的 许 用 应 力 [oj] = 
160MPa。 试 按 正 列 两 种 情况 校 核 此 梁 强度 六 C1) 使 梁 的 120mm 边 竖 直 放置 ; (2) 使 梁 的 
120mm 边 水 平 放置 。 
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图 6.29 习题 6.7 图 图 6.30 习题 6.8 图 
6.9 四 轮 拖车 的 载重 量 为 40kN， 设 每 一 车 轮 所 

受 的 重量 相等 ， 每 根 轴 的 受 力 和 尺寸 如 图 6. 31 所 示 。 上 本 
若 轴 的 直径 4 = 85mm， 材 料 的 许 用 应 力 [oJ] 二 ”| 站 村 
50MPa。 试 校 核 轴 的 强度 。 = | 




















6.10 一 球墨 铸铁 做 的 简 支 染 ， 受 力 和 鹤 而 形状 | | 
尺寸 如 图 6. 32 所 示 。(1) 试 作出 最 大 正 弯 矩 和 最 大 负 一 

弯 矩 截面 上 的 正 应 力 分 布 图 (标明 应 力 数值 ); (2) 求 
梁 中 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 6.31 习题 6.9 
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6.11 简 支 梁 受 力 和 尺寸 如 图 6. 33 所 示 ， 材 料 的 许 用 应 力 [oj 二 160MPa。 试 按 正 应 
力 强度 条 件 设 计 三 种 形状 截面 尺寸 : (1) 圆 形 截面 直径 4; (2)h/5 二 2 矩形 截面 的 5 
(3) 工 字形 截面 。 并 比较 三 种 截面 的 耗材 量 。 
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6.12 ”如 图 6. 34 所 示 ， 欲 从 直径 为 d 的 圆 木 中 截取 一 矩形 截面 粱 ， 且 要 使 其 抗 弯 截 
面 系数 最 大 。 试 求 出 矩形 截面 最 合理 的 高 、 宽 尺寸 。 
6.13 铸铁 梁 截 面 为 工 形 ， 如 图 6.35 所 示 。 已 知 材料 的 “[6,] = 30MPa,， [6.] = 
90MPa。 试 根据 截面 形状 最 为 合理 的 要 求 ， 确 定 尺 寸 8。 

6.14 由 10 号 工 字 钢 制 成 的 钢 梁 AB, 在 DD 点 出 圆 钢 杆 CD 支承 ， 如 图 6. 36 所 示 ， 
已 知 染 和 杆 的 许 用 应 力 均 为 [oJ] 二 160MPa。 试 求 均 布 荷载 的 许可 值 及 圆 杆 直径 d。 
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图 6.34 习题 6.12 图 图 6.35 习题 6.13 图 图 6.36 习题 6.14 图 
6.15 如 图 6. 37 所 示 悬 臂 木 梁 由 三 块 截面 为 50mmX 100mm 的 木板 胶合 而 成 ， 自 由 
端 受 集中 力 F=4. 2kN 作用 。 若 胶合 缝 的 许 用 切 应 力 [zj=0.4MPa， 试 校 核 胶 合 颖 的 前 
切 强度 。 
6. 16” 覃 形 截面 悬臂 梁 ， 受 力 和 尺寸 如 图 6. 38 所 示 。 已 知 截面 对 形 心 轴 < 的 惯性 矩 
1.= 二 1.017X10mm*， 材 料 的 [cj]=50MPa， [6o.]=120MPa, [rj]==30MPa, F=30kN， 
M=70kN，。m。 试 校 核 梁 的 强度 。 
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图 6.37 习题 6.15 图 图 6.38 习题 6.16 图 








132 


